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AVERTISSEMENT. 


l^es  mémoires  contenus  dans  ce  second  volume  n'ont  pas  été  publiés  aupara- 
vant excepté  les  no'.  VU,  XVII  et  XVIII  qui  ont  été  insérés  dans  le  jour- 
nal 'Magaziu  for  Naturvidenskaberne"  pour  1825  et  1823^  et  les  no'.  XXIII 
et  XXIV  qui  se  trouvent  dans  le  journal  de  Mr.  Crelle  tome  S^'"^  et  6^"*. 
Quelques-uns  des  résultats  des  mémoires  LY  et  X  sont  contenus  dans  uu 
mémoire  que  l'auteur  a  fait  publier  dans  le  journal  "Det  konijelio-e  norske 
VidenskaLersselskabs  Skrifter".  Troudhjem  1827.  Les  six  premiers  no',  et 
les  no'.  XVII  jusqu'à  XXI  ont  été  écrits  par  l'auteur  en  norvégien,  le  no. 
XXII  en  allemand,  et  les  autres  en  français.  Les  deu.v  premiers  mémoires 
ne  contiennent,  comme  on  voit,  que  des  résultats  connus  avant  notre  auteur, 
mais  il  est  à  remarquer  qu'il  les  a  écrits  immédiatement  api'ès  avoir  lu  pour 
la  première  fois  le  calcul  des  fonctions  de  Lagrange  et  sans  connaissance 
préalable  de  V application  de  la  métJiode  des  variations  aux  intégrales  finies. 
Tous  les  mémoires  contenus  dans  ce  volume  ont  été  écrits  avant  que  notre 
auteur  commençât  ses  voyages,  excepté  les  mémoires  XV,  XVI  et  XXII,  dont 
malheureusement  le  premier  n'est  pas  tei^miné.  Parmi  les  extraits  des  lettres 
à  Mr.  Crelle  insérés  dans  le  5^"^  volume  de  son  journal,  il  s'en  trouve  deux 


qui  ne  contiennent  que  des  choses , comprises  dans  le  mémoij'es  XII  et  XXI 
du  premier  volume;  c'est  pourquoi  on  les  a  passés  ici  sous  silence.  Bien 
qu'on  ait  désiré  avoir  pu  consigner  dans  cette  édition  le  mémoire  présenté 
par  l'auteur  à  l'instittit  de  France  vers  la  fin  de  l'année  1826  (voy.  T.  I 
pag.  288),  tous  les  efforts  pour  obtenir  une  copie  de  ce  mémoire  ont  été 
infrtictueux  jusqu'à  présent. 

B.  IIOLMBOE. 


Sur  les  maximums  et  minimums  des  intégrales  aux  différences. 


O. 


'n  peut,  comme  on  sait,  trouver  les  conditions  pour  que  l'intégrale  d'une 
différentielle  donnée  soit  un  maximum  ou  un  mininnim  entre  des  limites  déter- 
minées. Je  vais  dans  ce  mémoire  montrer  comment  on  peut  déduire  de  sem- 
blables équations  de  condition  pour  des  maximums  ou  minimums  des  intégra- 
les aux  différences. 

Considérons  une  fonction  f{x,  y,  z,  etc.  Jx,  Jy,  Jz, . .  J'''x,  J'^y,  //''■z  . . .) 
de  plusieurs  variables  et  de  leurs  différences  finies.  Son  intégrale  est 
^f{x,  y,  z  etc.  Jx,  Jy,  Jz  etc.),  et  si  cette  intégrale  doit  être  un  maximum 
ou  un  minimum  entre  certaines  limites,  il  s'ensuit  que  sa  variation  doit  être 
égale  à  zéro.     On  aura  donc, 

d^f(x,  y,  z  . . .  Jx,  Jy,  Jz  .  . .  etc.)  =  0 
ou  bien  ^^f{^,  y-,  *  •  •  •  ^•*^»  Jy,  Jz  •  ■  •  etc.)  =  0. 

En  effectuant  la  v<iriation  on  obtiendra: 
:^{f\x).ôx  +  f\y).dy+f\z).dz...-^nJx)JJx+nJy).dJy+nJz).dJz  +  ...)^0. 
Avant  d'aller  plus  loin  il  faut  considérer  si  entre   les  variables   et  leurs  diffé- 
rences il  y  a  des  équations  de  condition  tant  de  telles  qui  ont  lieu  pour  toute 
l'intégrale  que  de  telles  qui  n'ont  lieu  que  pour  les  limites. 

Le  procédé  le  plus  direct  serait  d'éliminer  de  ces  équations  de  condition 
autant  de  variations  qu'il  y  a  d'équations,  et  les  substituer  ensuite  dans  l'équa- 
tion précédente;  mais  cette  élimination  étant  souvent  très  pénible  ou  même  îm- 
pratiquable,  je  me  servirai  de  la  méthode  employée  par  Lagrange  dans  le  calcul 
des  fonctions.  La  voici:  on  multiplie  la  variation  de  toute  équation  de  condi- 
tion par  une  quantité  indéterminée,  qui  est  en  général  une  fonction  de  x,  y  et  z 
et  on  ajoute  le  produit  à  l'expression  sous  le  signe  d'intégration.  Soit  donc 
dv  =  0,  ôv'  =  0,  âv"  =  0,  etc.  les  variations  de  ces  équations  de  condition  et 
/.,  /.'  /."  etc.  des  quantités  indéterminées,  et  l'on  aura: 

Tome  second.  f 
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^\ôU-{-  Àôv  +  X'^v'  +  A"(5r"  +  ...)  =  0 
où  U=f{x,  y,  z  etc.  etc.) 

Maintenant  on  peut  considérer  x,  y,  z  etc.  comme  des  variables  indépendantes 
à  cause  des  quantités  indéterminées  ^.,  A',  l"  etc. 

Or  en  substituant  pour  f3Z7  sa  valeur;  \-t~)^^~\~  (-^)%+etc.  pour^î^et 
f  — ^  j  .  6x  -{-  („*'-)  •%  +  •••  etc.  pour  ôv'  etc.  on  obtiendra: 

-j-     etc.  etc.  etc. 

-\-     etc.  etc.  etc. 

Soit  pour  abréger 

^x  =:  f'{x)  4-  A  Q^  +  etc. ,  ç.(^.r)  =  fi^:)  +  A  (-^|^^)  +  etc. 

Vl/  =  /'(Z/)  +  A  (]p  +  etc. ,  ^{Jy)  =  f'iJy)  +  A  (-^)  +  etc. 

etc. 
et  l'on  aura 
^ôx  .(pix)  +  ^ày(p{y)  +..+  ^àJx .  (f{Jx)  +  :SôJy .  (f\Jy)  + . .  +  :^dJ''x .  (f{J''x)  +  ^dJhj(f{.J''y)  + . .  =  0. 

Pour  développer  ces  intégrales  je  nie  servirai  de  la  formule  suivante  : 

:SF{x)  Jp  —  p.  F{x  —  Jx)  —  ^p .  JF{x—  Jx) 
dont  on  peut  prouver  la  justesse  en  en  prenant  la  différence  finie.     En  faisant 
F{x)  =  (p{Jx)  et  p  =  ôx^  on  aura  : 

:^(p(Jx)  dJx  =  âx .  (p(^J{x  —  Jx))  —  2^âx.  Jif(J(x  —  Jx)). 
En  faisant  F{x)  =  (f{J-x)  et  p:=  dJx,  on  aura  : 

^(p{J^x)  dJ'^x  —  Jôx .  ff{J\x  —  Jx))  —  SJdx .  J(p{J-{x  —  Jx))  ; 
or  SJdx.J(f(J%x-Jx))=ùx .  J(p(J''{x-2Jx  +  J^x))-:sâx .  J\f{J\x- ^Jx+J^'x)), 
donc 


On  obtiendra  de  la  même  manière  en  faisant  F{.v)=:(f{J^.r)  et  p:=J^â.r, 

2ç(A3j-)A35j:=A25,r.ç[A3(x-Aj-)]-A5j.A(p[A3(jr-2Ax+A2.r)]+5j-.A29[A3(j-3Aa-+3A2j-A'j:)] 

—  :S5j.  A3o[A3(jr— 3AX+3A2J-—  A^j)]. 
2ç(A'*j)A-»6j=A36j.9[A-*(x-Ajr)]-A25.r.Aç[A*(x-2Ax+A2x)]+A8j:.A=ç[A*(j:-3Ax+3A2x-A3x)] 
—  5x.A3ç[A-'(x— 4Ax+6A2x  — 4A3x+A-*x)]+i:5x.A-*9[A*(x— 4Ax+CA2x  — 4A3x+A4x)]. 
De  la  nu'nie  manière  on  trouvera  par  rapport  à  y, 

29(A7,).A5î,=8^ .  9[A(j/ -  A^)] -:^8i, .  A9[A(t,- A3,)] 
:S9(A"-i/).A25i,=AS!/.9[A2(;,-A5)]-5^A9[A2(^— 2A3/+A2^)]+2?ii,A2o(A2(j-2Aîr  +  Aîi,)] 
:S9(A3^).A='ôi,=A-^6i,9[A3(^-A?,)]-AS!/.A9[A3(3,-2Ai,+A2^)]+5î/A29[A3(3,_3A^  +  3A2i,-A'^)] 

— :S5^.A39[A3(^— 3A2,+3A2»,— A3^)]. 

En  général  on  trouvera  de  la  même  manière: 

29(A''i/)A"8i/=A"-'âir.9[A"(z/-A^)]-A''-28j,.A9[A"(j/-2A^+A2^)]+A"-'8?,.A29[A"(i,-3A^+3A2^-A3i,)] 
— A"-48j,A'g[A"(j,  — 4At/+6A2i/— 4A^^  +  A<f,)]+  . . . 

...+     èy  .  J-^  ^[j^{y-nJif+!^Jhj-  <'^-^)i'^')  z/^y  +  ...q=»^"-V+^"y)] 

D'une  manière  semblable  on  développera  les  intégrales  par  rapport  aux 
varial)les  restantes. 

En  substituant  maintenant  les  intégrales  ainsi  développées,  et  rassemblant 
les  termes  multipliés  respectivement  par  dx,  Jôx,  J'^dx  .  .  .  ày,  Jôy,  zï'^dy  ...  etc. 
on  obtiendra  la  formule  suivante: 

2(8l/+\8t)+X'8«'  +  A"&i"'+  . . .)  = 
+  28x.(9(x)  — A9[A(x  — Ax)]+A29[A2(x  — 2Ax+A2x)]— A39[A3(x— 3Ax+3A2x— A3x)]  +  etc.) 

+  28^.  (9(?/)- A9[A(t,-A7,)]  +  A2ç[A2(^-2A3/  +  A2</)]-A39[A3(!,-3Ai,+3A-^i, -A='^)]+etc.) 

+  28a.  (9(3)  —  A9[A(:  — A:)]  +  A29[A2(3  — 2A3  +  A^s)]  —  A39[A3(s  — 3A3+3A23  —  A33)]+etc.) 

+  etc. 

+  8x.(9[A(x— Ax)]— A9[A2(x— 2Ax+A2x)]  +  A^9[A3(x— 3Ax+3A2x— A'x)]  — etc.) 

+  8^.(9[A(i,-Aî,)]-A9[A-^(i/-2A;/  +  A2y)]^A29[A3(i,-3Ay+3A2i/-A3^)]-etc.) 

+  83 .  (9[A(3  —  As)]  —  A9[A2(3  —  2A3  +  A^ï)]^ A29[A3(3  — 3A3  +3^23— A'3)]— etc.) 

+  etc. 


+  A5j.(<?[A2(j:— Ajt)]— û<p[A3(x— 2Ax+A2j)]+A2(p[û'«(j'— 3zlr+3A2j:— n^x)]— etc.) 
+  A8^.(ç[A2(î^— Aj;)]— Aç[A3(3,— 2Aî/+A2j,)]+A2cp[A'*(^— 3A^+3A2i^— A3^)]  — etc.) 
+  A83.(9[A2(3— As)]— Aç[A3(3— 2A3+A23)]+A2ç[A'*(=— 3A3+3A23— A3=)]— etc.) 
+  etc. 

+  A26x.(9[A3(j^— Aj:)]— Aç[A-*(j-— 2Aj:+A2j-)]+A2ç[A5(x— 3Ax+3A2x— A3j-)]— etc.) 
+  A^y.  (ç[A3(3^— A^)]— Aç[A'*(^— 2Aî/+A2^)]+A2cp[A6(j^— 3A^+3A2^— A^i/)] — etc.) 
+A253.(9[A3(3— As)]— Aç[A4(s— 2A3+A23)]+A29[A5(s— 3A3+3A23— A^a)]  — etc.) 
+  etc.     etc. 

Maintenant  il  sera  facile  de  trouver  les  conditions  du  maximum  ou  du  mi- 
nimum. Or  si  l'expression  précédente  est  égale  à  zéro,  il  faut,  puisque  les 
variations  ôx,  èy  et  dz  sont  tout-à-fait  indépendantes,  que  les  coefficiens  de  ces 
quantités  sous  le  signe  d'intégration  soient  égales  à  zéro.  On  aura  donc  au- 
tant d'équations  que  de  ([uantités  variables,  et  en  éliminant  /,  /.',  ).",  etc.  les 
équations  restantes  détermineront  les  relations  entre  x,  y,  z,  etc.  Désignons 
la  partie  restante  de  F  expression  par  —  P,  soient  x',  y',  z'  etc.  x",  y",  z"  etc. 
les  valeurs  de  .r,  y,  z,  etc.  qui  répondent  aux  limites,  et  soient  P'  et  P"  les 
valeurs  correspondantes  de  P,  on  aura 

p,  _  p,  _  0. 

Cette  équation  servira  à  la  détermination  des  limites.  S'il  y  a  des  équa- 
tions de  condition  pour  les  limites,  on  doit  par  leur  moyen  éliminer  autant  des 
variations  ôx',  èy',  etc.  èx",  ây",  etc.  que  l'on  pourra,  et  égaler  ensuite  à  zéro 
les  coefficiens  des  restantes;  ou  bien  on  pourra  multiplier  cbacune  des  équa- 
tions de  condition  par  un  coefficient  indéterminé,  et  l'ajouter  ensuite  à  l'équa- 
tion P"  —  P'  =  0;  on  pourra  doue  considérer  toutes  les  variations  comme  in- 
dépendantes, et  égaler  leur  coefficiens  à  zéro.  Les  équations  ainsi  formées  ser- 
viront à  déterminer  les  quantités  constantes  qui  entreront  dans  les  relations 
entre  x,  y,  z,  etc. 

En  égalant  à  zéro  les  coefficiens  des  variations  sous  le  signe  d'intégration, 
on  obtiendra  les  équations  suivantes  : 

['0=i:9(x)— A9[A(a:— Aj-)]  +  A29[A2(x_2Ax+A2x)]-A39[A3(x— 3Ax+3A2x— A3x)]  +  etc. 

lo=9(^)-A9[A(^— Ai/)]+A2ç[A2(^_2A^+A2^)]-A39[A3(2,-3A^  +  3A2^-ASi/)]  +  ctc. 

|0=9(3)— A9[A(s  — A3)]  +  A29[A2(3— 2A3+A'is)]— A39[A3(3  — 3A3  +  3A25— A33)]+etc. 
etc. 


qui  par  conséquent  déterminent  les  relations  nécessaires  entre  x,  y,  7,  etc.  ponr 
que  l'intégrale  de  la  fonction  proposée  soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

Scolie.  On  peut  de  ces  équations  tirer  les  équations  de  condition  pour 
l'existence  du  maximum  ou  du  minimum  d'une  intégrale  ordinaire;  on  n'a  pour 
cela  qu'à  changer  ^'  en  f  et  J  en  d.     Les  équations  (A)  deviendront  donc: 

0  =  c,(y)-â.^{dy)  +  d\{d--y)  -d^^(d^y)  +  ... 

0  =  9(;)  —d.c^{dz)  +  rf29(rfis)  —  f/3(p(rf3=)  +  . .  . 

etc. 
qui  sont  les  équations  connues. 

Je  vais  maintenant  montrer  l'application  de  la  théorie  précédente  à  quel- 
ques exemples. 

1.  Parmi  tous  les  polygones  dont  les  cotes  sont  donnés  en  grandeur  et 
en  nonihre,  trouver  celui  dont  l'aire  est  un  maximum. 
Supposons  que  Taxe  des  abscisses  coïncide  avec  l'un  des  côtes  du  po- 
lygone et  que  X  et  y  soient  les  coordonnées,  l'expression  de  Taire  sera  donc 
^{i/-\-^Ji/)Jx.  On  a  par  conséquent  f{x,  y,  Jx,  Jy)r=^{y-\-^Jy')Jx.  La 
condition  que  tous  les  côtes  sont  donnés  en  grandeur  est  exprimée  par  T  équation 
àV {Jy'^-\-  Jx'^)^=Q^=iàv.     On  aura  donc 

Les  équations  (A)  deviendront  donc: 

Q  =  ^{X)-J^^{J{X  —  JX)),    0  =  ^{y)  —  J.f{j{y-hj)) 

OU  en  mettant  x-\-Jx  au  lieu  de  x  et  y-\-Jy  au  lieu  de  y, 
0  =  7(.r  +  -^.r)  — .y./Ur).   Q^niy  +  Jy) —-M-Jy); 
or     (f{x-\-Jx):^0,  (f(y-\-Jy)=J{x-\-Jx)  etc.  donc 

0=  —  jfy-l-^Ji,4-X . ^ )  eiO  =  J(x-\-Jx)—j(lJx-\->. .  ——^ — -Y 

En  intégrant  ces  deux  équations  on  aui'a, 

y-\-^Jy  +  )..  ,,,y^,,,,  =r,  x  +  ^Jx-  A  '^         — 


c  et  c'  étant  les  constantes  arbitraires  dues  à  l'intégration;  et  lorsqu'on  élimine  ;., 
or      yJy-J^^Jy^  =  ^J{y^)  et  xJx-]-^Jx'^=^J{x%  douc 


multipliant  cette  équation  par  2  et  intégrant,  on  obtiendra, 

et  en  changeant  les  constantes  arbitraires 

équation  du  cercle,  d'où  il  suit,  que  parmi  tous  les  polygones  avec  les  mêmes 
côtes,  celui  qui  est  inscrit  dans  le  cercle,  renferme  la  plus  grande  aire. 

Quant  à  l'équation  aux  limites,  P" — P'  =  0,  on  voit  que  les  limites  étant 
fixes,  on  a  dx'  =  àx"  =  ày'  ^=  ôy"  =  0  ;  donc  cette  équation  est  satisfaite. 

2.     Trouver  la  forme  (pie  prend  un  polygone  pesant  dont  la   pesanteur  est 
uniforme,  et  dont  les  côtés  sont  donnés. 
On  sait  par  la  statique  que  lorsqu'un  système  auquel  la  pesenteur  est  la 
seule  force  agissante,  est  en  équilibre,  son  centre  de  gravité  sera  le   plus  bas 
possible.     Donc  si  y'  est  la  distance  de  ce  point  à  une  ligne  horizontale,  on  a 
ôy'  =  0.     Soit  la  ligne   des    abscisses  une  ligne  horizontale     dans  le  plan  du 
polygone,   et  soient  x   et  y  les  coordonnées.      Or    la  pesanteur  du  polygone 
étant  uniforme,  le  centre  de  gravité  de  chaque  côté  sera  situé  dans  son  milieu, 
donc  les  coordonnées  de  ces  centres  de  gravité  seront  .r  -\-  \Jx  et  y  +  ^Jy, 
et  leur  masse  = -i/'.y  =  l^(.i/a:'+z/^^)  en  remarquant  que  les  masses  sont  pro- 
portionnelles aux  côtes. 
On  aura  donc 

ou  puisque     :^{Jx''-^Jy^)  est  donnée,  d^(y-\-:^^y)Y{zJx''-\-Jif)  =  0. 

donc 

f(x,  y,  àx,  ày)  z={y+  J-  ày)  /(Ax*  +  ày"^),  v  =  /(Ax^  +  Ay^)  ; 

et  par  suite 

,i.)=m+>.  (^)=o,  .(^.)=  iS±M^+:.^,  ■ 

Les  équations,  0  =  (f{x-\-Jx)  —  J(p{Jx)  et  0  =  ffiy-\-Jy)  —  J(p{Jy)  Ati- 
viendront  donc 

^((2/+yi/+'^)fi)  =  0  et  Jis+Js)-j(^Js-\-{y+'^Jy-^r^O^£~)=0 
d'où  l'on  tire  en  intégrant 


et  en  éliniiuaut  A,  s-\-XJs — —^~=^c\ 

Si  les  deux  extrémités  du  poly<îone  sont  fixes,  l'écjuatiou  aux  limites  est 
satisfitite.     Lorsque  c  et  c'  sont  connus,  rien  n'est  plus  faeil  que  de  construire 

le  polysone:   car  ^^  étant  la  tangente  de  l'ani^le  compris  entre  le  côté  s  et  la 
Aj- 

ligne  horizontale,  et  s  et  Js  étant  donnés  dans  chaque  cas  particulier,  on  connait 
les  côtés  et  les  angles  qu'ils  forment  avec  une  droite  donnée  et  par  conséquent 
il  est  lacile  de  construire  le  polygone.  Les  constantes  c  et  r'  dépendent  d(;s 
coordonnées  des  extrémités,  et  des  côtés  du  polygone,  et  on  pourra  sans  dilfi- 
culté  les  trouver;  mais  comme  cela  est  un  peu  prolixe,  et  qu'il  n'appartient  pas 
proprement  ici,  je  ne  m'y  arrêterai  pas. 

ScoUe.  Le  point  essentiel  dans  l'application  des  étpiations  générales 
trouvées  plus  haut,  est  l'expression  des  équations  de  condition.  Cela  n'a  pas 
de  difficulté  lorsque  la  condition  est  exprimée  directement  par  une  équation 
p.  ex.  q{.r,y,2)  =  Q;  car  il  ne  s'agit  donc  que  de  varier  cette  équation,  mul- 
tiplier cette  variation  par  un  coefficient  indéterminé,  et  l'ajouter  à  l'expression 
sous  le  signe  d' intéairation.  Si  au  contraire  une  certaine  relation  entre  les 
quantités  variahles  n'est  pas  constante,  mais  donnée  dans  chacpie  cas  particulier, 
il  faut  égaler  à  zéro  les  variations  des  quantités  qui  dans  ce  cas  se  changent 
pour  tout  accroissement  fini  Jx,  Jy,  etc.  et  de  cette  manière  la  condition  sera 
exprimée  par  une  équation.  Si  p.  ex.  il  s'agit  d'un  polygone,  dont  les  coor- 
données des  sommets  ont  pour  chaque  cas  particulier  une  certaine  relation 
entre  elles,  exprimée  par  l'équation  ({(x,y,z,  etc.  w)  =  0,  où  a  est  une  (juan- 
tité,  donnée  pour  chaque  sommet,  il  faut  de  cette  équation  tirer  «=F(;r, y,?, etc.) 
et  faire  ensuite  J«  =  0  =  r5F(.r,  y,  c:,  etc.).  Si  la  condition  était  que  l'intégrale 
d'une  certaine  fonction  était  donnée  entre  des  limites  déterminées,  on  pourrait 
faire  usage  de  la  méthode  suivante:  {Lagramje). 

Soit  u  la  fonction  dont  l'intégrale  est  donnée  entre  les  limites  données. 
Je  fais  8=1^:11,  et  la  condition  sera  ès'—ès"^Q  puisque  la  différence  s' — *" 
est  donnée.  On  a  donc  Js  =  n,ou  Js — ii=0;  voilà  donc  I' équation  de  con- 
dition qui  a  lieu  pour  toute  l'étendue  de  l'intégrale,  on  n'a  donc  qu'à  multi- 
plier la  variation  de  cette  équation  par  un  coefficient  indéterminé,  et  l'ajouter 
à   la  quantité  sous  le  signe  d'intégration,  qui  devient  par  là 


âU-\-  ?.  {Jàs  —  au)  4-  Vàv'  +  etc.  donc  dv  =  à{M  —  w) 

et  ,,(*)  =  /•'(*) +  ;.(|^)+ etc.  =  0,   y(z/*)  =  /-'(z^*)  +  A  (^)+etc.  =  A 

car  on  peut  considérer  s  comme  une  nouvelle  variable.  L'équatiou  (A)  devient 
donc  par  rapport  à  s 

(p{s)  —  J(p(-J{s  —  Js)J  =  0,  c'est-à-dire  J},=0,  donc  A  est  une  constante. 
L'équation  aux  limites  ne  change  pas,  car  ôs' — âs"=0. 

Par  rapport  aux  autres  variables  on  obtiendra 

q){a:)=f'{.r)  —  a  (-v^j  +A'  (-^)  +  etc.  en  faisant  A  =  «; 

et  de  même  pour  les  autres  variables. 

Or  on  obtiendrait  les  mêmes  valeurs  en  mettant  U — au  au  lieu  de  U. 
On  tire  de  là  la  règle  suivante: 

Lorsque  l'intégrale  d'une  fonction  U  entre  des  limites  données  doit  être 
un  maximum  ou  un  minimum,  et  l'intégrale  d' une  autre  fonction  u  entre  les  mê- 
mes limites  doit  avoir  une  valeur  donnée,  on  n'a  qu'à  chercher  le  maximum 
ou  le  minimum  de  l'intégrale  U — an,  où  a  est  une  quantité  constante. 

On  voit  de  la  même  manière  que  si  l'on  a  plusieurs  fonctions  u,  u',  u", 
etc.  dont  les  intégrales  ont  des  valeurs  déterminées,  il  faut  seulement  cher- 
cher le  maximum  ou  le  minimum  de  l'intégrale  U — au  —  a'u'  —  «"«" — etc.  où 
a,  a\  a"  etc.  sont  des  quantités  constantes. 


II. 


Sitr   les    conditious   nécessaires  pour    que    l'intégrale  finie   d'une  fonction 

de  plusieurs    l'ariables  et  de  leurs  différences    soit  intégrable    lorsque    les 

variables  sont  indépendantes  l'une  de  V autre,  ou  en  d'autres  termes  pour 

qu'une  telle  fonctioji  soit  une  différence  complète. 


Se 


►oit    U   la    fonction    donnée    qui    doit  être  une   différence    complète,    et  ^U 
son  intégrale. 

Or  si  ^?7  est  l'intégrale  d'une  différence  complète 
àSV  le  sera  de  même  ;  car  si  on  a  ^U=  V,  on  aura 
SSU^èV.AyvLUi  donc  U=f{z,7/,z.  . ^x,  Jg,  Jz . . .  J^'x;  J%  J^z  . .) 
on  aura  d'après  le  mémoire  précédent 

^ÔU=:^âx.P-^^ây.Q-}.^âz.R -{-...-}- a 
où  P=f'{x)  —  Jf'(J{x—Jx))-\-JY'iJ%cc—2Jx-\-J'-x))  —  etc. 

Q  =f '(>/)-  ~fr(%  -  M + ^JViy  -  24/ + -^'y))  -  etc. 

etc. 
et  «    est  la  partie  hors  du  signe   d'intégration. 

Or  dx,  èy,  ôz  étant  tout-à-fait  indépendantes,  il  s'ensuit  que  ^ôx.P,  ^ây.Q, 
Sdz.R,  etc.  ne  sauraient  être  intégrables  à  moins  que  l'on  n'ait  Pr=0,  (^=0, 
R=0,  etc.     De  là  on  tire  le  théorème  suivant: 

Pour   qu'une   fonction  de   plusieurs  variables    et  de    leur   différences 
finies,  f{x,  y,  z  . . .  Jx,  Jy,  Jz  . . .)   soit   une    différence    complète,    il    faut 
qu'on  ait  les  équations  de  condition  suivantes: 
0=/'(j)— 4/-'[zi(x— ^x)]+A2/'[^-(-r— 2Aj:+A2j)]  — A3/'[A3(j— SAjt+SA^x— A3j-)]+etc.\ 
0=/'(?)-A/[^(ï/-^^)]+ûV"['^-(^— 2A7,+A2^)]-A3/'[Ani^-3A^+3A"-î/— A3^)]+etc.(^g^ 
0=/'(3)— A/'[A(î— A3)]+A2/'['^-(=  — 2^2  +  ^-==)]— ■Û'/'[^H=— 3^=+3A23— A33)]+etc.| 
etc.  / 

Ces  équations  sont  donc  les  mêmes  que  celles  qui  ont  lieu  lorsque  SU 
est  un  maximum  ou  un  minimum  entre  des  limites  données.     Les  équations  (B) 

Tome  second.  2 
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sont  donc  nécessaires  pour  que  U  soit  une  diflerence  complète  ;  que  ces  mêmes 
équation  sont  aussi  sufilsantes  pour  cet  effet,  ou  (jue  la  fonction  U  doit  néces- 
sairement être  une  différence  complète  lorsque  ces  équations  ont  lieu,  se  fait 
voir  comme  suit. 

En  vertu  des  équations  (B)  on  a 

d-2U=i  àx .  P>  -\-  01/ .  Q>  +  etc.  dJx .  P"  +  dJy  ■  Q"  +  etc. 
et  en  intégrant 

2:U=f{dx . P'  +  (II/ . Q'  +  etc.  djx . P"  +  dji/ ■  Q"  +  etc. 

Donc  pour  que  U  soit  une  diflerence  complète,  il  faut  que  dx.P'-\-dy.Q'-\- 
.  .-\- dJx.P"-\-dJy.Q"-\-ei(^..  soit  une  différentielle  complète.  Il  faut  donc 
qu'on  ait 

(^)  =  {"&)■  (^)  =  (^)'  -^-  (S)  =  (S)'  -=• 

Or  on  voit  aisément  qu'on  tire  des  équations  (B)  par  intégration 
P'=Sf\x),Q'=^nrj)eic.P'<=:SJ<{x  +  Jx)-Sf'{Jx),Q''=SJiy+Jy)-:^fiJij),^^^^ 
P'"  =  2 Y*'(.r + 2Jx 4-  J^x) — ^f'{j{x -\-Jx))-\- ^f<{J^x)  etc. 

On  aura  donc  par  là  (^)  —  ^f"{x,y)  et  (-^)  =  ^f'{x,  y) 

etc. 

On  voit  donc  que  les  condition  nécessaires  et  suffisantes  sont  satisfaites. 
La  fonction  U  sera  donc  nécessairement  une  différence  complète,  lorsque  les 
équations  (B)  ont  lieu. 

Pour  une  application  plus  commode  des  écpiations  (B)  je  me  servirai  de 
la  signification  suivante: 

Lorsque  dans  une  fonction  U  au  lieu  des  variables  on  met  les  mêmes,  aug- 
mentées de  leurs  différences  finies,  je  signifierai  cette  opération  par  EU  de 
sorte  que  EU=  U-\-  JU.  La  répétition  de  la  même  substitution  sera  signifiée 
par  E^U=EEU::=U-\-2JU-\-J-U.  Si  au  contraire  au  lieu  de  x  on  met 
X — ^x,  cela  sera  signifié  par  E~^U,  E~^U  etc.  Les  équations  (B)  deviendront 
par  la: 

0  =/'(:)  —  AE-Vi^^)  +  A'iE-'^f'(Aiz)—\^E-Y{AH)  +  A4JE;-*/'(A-*:)  . 
etc. 
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On  aura  de  même: 

2[/'=/<ir.[£^'/'(ûa-)— Afi-2/'(A*x)+A22!-'-3/'(A3j)— . .] 
+  fdy .  [£- '/'(Al,)  -  A£--/'(A  --y)  +  \--E-^fi\^y)  -  . .] 
+  etc. 
+/</Aj:.[fî-V"'(A2x)— A£--/'('^3J■)+A2£^3/'(A^J•)—  . .] 

+/rfAi,.[£->/(A2«,)_A£-=/'(A5^)  +  A"-£-3/'(A4^)- . .] 
+  etc. 

+fl^^^s[E-Vi^^J^)—^s-V'{^*s)  +  . .] 

+  etc.     etc. 
Je  vais  appliquer  cela  à  quelques  exemples. 

1.  Rechercher  si  losf-^^^^^^ — —)  est  une  différence  complète. 
^  \  s — Aj  /  * 

On  a  ici  f{x,  Jx,  J^x)  =  log  (x —  J^x)  —  log  (.r — ^x),  on  aura  donc: 


X — A-x  X— Ax  '         s — Ax  X — A*x 

Les  équations  (C)  deviendront  donc: 

^  ^       —  JE''  -i —  —  J^E-^ 1—  =  0,  ou  bien 


X — A'^j:  J — as  X — A^'  s — A^x 

-J: 1 J 1 J^  l =  0. 

*— A'^x  j  — Ax  JS-ix— S-iAx  E--x—E-^\-s 

or     J'^x  =  E-x  —  2£.r+r,  Jxz=Ex — .r,  donc 

^  iTTi-i J"^  ^„  . ^  0,  d' où  enfin 


lEs—E^x         2s  — Es  2E-^s—s  2E-^s—x 

-_^ \ ^^    .     _2_     I  1  I         2  1-0 

2Ex-E^s       2x-Es        '2s-Ex  ~  ^E^^x-x     '    2Ex-E"-x  ^  2x-Ex         2E-^x-x 

Or  cette  dernière  équation  étant  identique,  on  en  conclut  que  log  f^''^  ^\ 

est  une  différence  complète,  et  que 

"  V  x-Ax  J      J         \  x-^x  ~        -^  x-X-^xJ  J        \Ex-E\x 

J.  -^)  +  ...=  /T-^^ ^)  =  log  (x-Jx). 

x-A-x/  J   V  x-Ax  x-Ax  /  °  ^ 

Par  rapport  à  £  on  doit  remarquer  les  relations  suivantes: 

E(f{>f)=,f{EC%  E{JU)  =  J{EU),  ^EU)=zE(:^^U),  E"J'"U= 
J"'E"U,  E''^r^U=^"'E''U. 

^r=r+«^6^4-^(^z^2t-+-^i^dl(^^3t:_,_^tc (I) 

E-U=  r-nJU-\-  "^";^)  J"-U—  "("+l)("+2)  ^3^       ^^^ ^2) 

Q    i 
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£<ij'^U=J'^U-{-nJ'^+'U-{-^?^^~^J'^+^l7-\-etc (3) 

^-„^mf/__^mf/_y^^m+if/_|_^^.^m+af,-_etç (4) 

^'»£/  =  £™Z7— miJ"-»C/+~Ç^^"-«i!7— etc (5) 

^n^mj/_.^Em+nt/-_;^/7m+n-if7_p.^(^^£m+n-aj/_etc (6) 

jj-n^m[/__^m-n^-_^^m-n-if/_j_.^!(^^gin-n-a^r_g^g (7) 

2.    Rechercher  si  è^{e'^^ — 1)  est  une  différence  complète. 
On    a  ici  f'{x)z=e\e^^—\\  f'{J,v)  =  e^.''e\   donc  f'{x)  —  E-^Jf\/fx) 
__  ex(e^x  _  1)  _^£;-i(gx+^x) _.  ^^(e^x _  i)  _  ^^x  _-  ^^  (e^/x_  i)  —  gx+z/x _|_  ^x  _  q, 

donce^(e'^''-l)  est  une  différence  complète,  et  ^{€''{e/'''-'\))=:fdx .{E-^e't''e') 
z=fdx.é^  =  e'^,  ce  qui  est  connu. 

Considérons  maintenant  l'intégrale  double  ^U.  Pour  que  cette  intégrale 
soit  exprimable,  il  faut  que  S  U  le  soit  de  même.  Donc  d'abord  les  équations 
(C)  doivent  être  satisfaites.  Mais  outre  ces  écjuations  on  en  aura  un  nombre 
pareil  (jui  se  trouve  comme  il  suit.  Soit  U  =  f{x,  Jx,  J^x,  ..y,  Jy,  J^y  .  .), 
on  a,  lorsque  les  équations  (C)  ont  lieu; 

+  26Ax  [E-V'(^^-»')— ^'E"T('^'-r)  +  ^^-^'"V'(A*J^)  —  etc.] 

+  25A'^j-[£- VC'^*-^)— '^-^"■•y'('^*-ï^)  +  •  •  •  •  etc.] 
+  etc. 
OU  en  faisant  usage  de  la  notation  abrégée: 

226 £/=  2[5j:. ç(Aj.-)  +  SAx. (p(A2x)  +  ÔA^x. ç(A3x)  + . . .] 

+  2[83^ .  9(A^)  +  8A^ .  ^(A^^)  +  5A*^ .  <p(A3«^)  +  . . .] 
+  etc. 
Or  pour  que  toutes  ces  intégrales  soient  exprimables,  on  doit  avoir,  d'après 
ce  qui  précède,  les  équations  de  condition  suivantes: 

0  =  ç(Ax)  — ^-iAç(A2x)  +  i!;--A2cp(A3.r)  —  S-3A3<p(A*x)+  etc. 

0  =  cp(A2;)  — E-ïA9(A2î,)  +  A'-2A2(p(A3^)  —  ^-SAXA*^)  +  etc. 
Substituant  ici  les  valeurs  de  (f{^x\  cfiJ-x),  (f{J^v)  etc.  on  obtiendra: 
£-i/'(Ax)  —  ^E-'^f'{\"-x)  +  A2£-3/'(A3x)  —  ^^E-*f'{^'^x)  +  etc. 

—  àE-Y>(A-ix)  +  ^^^E-\fi^^s)  —  ^3E'*f'(^*s)  +  etc. 


0 

+  A*-ff-y  (A^.»^)  —  A3^-V"'(A*j:)  +  etc. 

—  A*A'-Y'(A*x)  +  etc. 
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doue  on  ajoutant: 
E-'f\Jx)  —  2E-''Jf{J\v)  +  2,E-^JJ'{J^x)  —  Œ-*J^f{J*x)  +  etc.  =  0. 
On  aura  des  équations  semblables   par  rapport  aux  autres  variables;    et 
lorsque  dans   ces  équations   on  met  x-\-^x  au  lieu  de  x,  on  obtiendra  outre 
les  équations  (C)  celles-ci: 

0=/'(Ax)— 2Ai!;-'/'(A2j:)+3A2B-2/'(A3x)— 4A3ig;-3/'(A*a:)+etc.^ 
0  z=f'{ly)  —  2lE-Y(^-y)  +  3A2A'-V'(A'î/)  -  4A3£-3/'(A*i/)  +  etc.  l  (D) 
0  =/'(A=)  —  2A£-'/'(A=:)  +  SA^^-y  (A^a)  —  4A3  7î;-5/'(A*ï)  +  etc.  ) 
+  etc. 
Si  r  on  veut  de  plus  que  .5"'  U  soit  exprimable,  il   faut  aux  équations  (C) 
et  (D)  encore  ajouter  les  suivantes: 

0  =/'(A2a-)— 3AJ5;-i/'(A3j)  +  6A2£-2y'(A'*j-)_  10A*£-3/'(A«J?)+  .  .  .\ 
0  =  f'(\^-y)  —  S\E-Y{\^y)  +  Gl^E'-^f'^l^y)  —  lO\^E-^f'{\^y)  +  •  •  •  l  (E) 
0  =  f'{\-z)  —  SAJB-y (^^s)  +  6A2£-2/'(A4=)  —  10A3 J5-3/'(A63)  +  .  .  .  ) 
+  etc. 
Si  l'on  demande  que  S^U  soit  une  intégrale  complète,  il  faut  aux  équa- 
tions de    condition  nécessaires  pour   que  .ZT™"*?/  soit  une  intégrale   complète 
ajouter  les  suivantes: 

0  =/'(A'"-ij-)—  flAB-i/  (A'"J')+  a'A2£-2/'(A'"+ia-)— «"A'-B-V(A'"+*a-)  +  etc.] 
0  =/'(A'"-i^)  —  alE-]fi\'"y)  +  a'\^E-2f'{\'"+^y)—a"\^E-3f'(à'"+^y)  +  etc.  \  (F) 
0  =f'{\'"-^z)  —  a^E-^f'(^"•z)  +  a'A2JS:-2/'(A'»+J2)  — c'A^jE-s/^A^+^z)  +  etc.  ) 
+  etc. 
où  l'on  a: 

a  —  m,  a ,  a  —         ^—^         ,  a   —  2.3.4  

fn) m(m+l)(/n+2)  . .  .  {m+n-l){m+Ti) 

"^  2.3.4....  (7J+1) 

A  l'aide  de  ces  éqiiations  on  peut  donc  décider  si  une  fonction  de  plusieurs 
variables  et  de  leurs  différences,  est  une  différence  complète  d'un  ordre  quel- 
conque. , 


m. 

Dp  la  fonction  franscendante  Si  —  j. 


l^omme  l'intégrale  /—est  la  première  fonction  transcendante  qui  se  pré- 
sente dans  le  calcul  intégral  ordinaire,  ainsi  ^(~\  en  est  la  première  qui  se 
présente  dans  le  calcul  inverse  des  différences,  où  elle  est  de  la  même  impor- 
tance que    /—  dans  le  calcul  intégral  ordinaire.     A  cause  de  l'analogie  de  ces 

deux  fonctions  je  désignerai  JS"  T — j  par  Lx,   comme  on  désigne^  —  par  Ix. 

Je  commencerai  par  le  développement  de  la  fonction  Lx   en  série.    Sup- 
posons 
L{a-^x)=za-\-^x^Yx{x-l)-\-dx{x-\){x-^)-\-tx{x-l){x-2){x-d>)  +  Gic.{i) 

En  prenant  la  différence  finie  de  part  et  d'autre,  on  aura 

JL{a'\-x)=i—,Jx=\,  Jx{x -i)=:2x,  Jx{x -i){x-2)=i3x{x-l),  etc.   donc 

a+s 

-^=li-^2YX+3ôx{x—l)-{-Aéx{x—l){x—2)-\-5Cx{x—l){x—2){x—5)  +  etc. 

En  faisant  ici  .r=0,  on  obtiendra —  = /5. 

a 

Prenant  de  nouveau  les  difiérences  finies,  on  aura 

j(J-^:=2Y-\-2.3ôx-\-5.A.ix{x—l)-\-(itc. 

J''(.^)  =  2.3d4-2.3A.ex-]-5A.5Cx{x~-i)-\-etc. 
\a+x  / 

^'f— ")  =2. 3. 46  +  2.3.4. 5^^^  + etc. 

\«+.r/ 

etc. 
et  en  faisant  .r  =  0,  il  viendia 

"  \aJ        «+1  a  «(«+])'  '  ^      «(«+!) 


lô 

-.    Hniic  rî —  1  

l){«+2) 

2.3  ,  _, 

-  a(a+l)(«+2)(û+3)  '   "^^"^  *  —         ï-  "^ 

En  sréaéral  on  aura 


004   —   /  "  — ^  ■'* donc  t  — 1     I 

^•''•^*  o(a+l)(fl+2)  a(a+l)(«+2)(û+3)  '  *—         ï  '    a(a+l)(a+2)(fl+3) 


1  1 


jj(>>)^^_| —    — ^ OÙ  le  signe -I-  a  lieu  lorscnie  n  est  impair 

—  Il      fl(a+l)(a+2) . . .  (a+7^-l)  »         1  i  r 

et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

Pour  trouver  a  ou  peut  faire  ^-==0  dans  la  série  supposée,  ce  qui  donne 
a  =  La.     En  substituant  les  valeurs  trouvées  des  coedlciens  on  obtiendra: 

j  ,      I       . r    _i_j^__    -rÇ-r-l)    _i J(J-1  )(j'-2)    ■r(.r-l )( j-2)(j-3)        ,  ,q, 

^(«-f-')— ^«-h-        2«(fl+l)"^3a(«+l)(«+2)        4«(«+l)(a+2)(«+3)  "^  *^     '        '    ^"^ 

Si  dans  cette  formule  on  donne  à  x  une  valeur  entière  et  positive  quel- 
conque, il  est  évident  que  la  série  ne  contiendra  qu'un  nombre  limité  de  termes; 
connaissant  donc  L{a),  on  connaîtra  de  même  L{a-\-n),  où  n  est  un  nombre 
entier  positif,  en  ajoutant  à  L{fi)  une  fonction  entière  de  a  et  de  n.  Faisant 
p.  ex.  .r=l,  2,  etc.  on  aura. 

Z(«+1)  =  Z(«)  + 


Z(«+2)  =  Z(«)  + 
7.(«  +  3)  =  Z(«)-f 


1 

a 

2  1 

a  a(n+]) 

3  3 


e(a+l)  '  a(«+l)(rt+2)' 
Donc  si  Ton  connaît  //(«)  pour  toutes  les  valeurs  de  a  depuis  a=l  jus- 
qu'à a =2,  on  pourra  trouver  L{a)  pour  toute  autre  valeur  de  a.  La  fonc- 
tion Lx:=2^( — j  contenant  une  constante  arbitraire,  on  pourra  pour  une  va- 
leur donnée  de  a  supposer  une  valeur  quelconque  de  L{a).  Nous  ferons 
donc  Z(l)  =  0. 

Supposant  successivement  «^1,2,3  etc.  on  en  déduira: 
L{2)  =  Z(l)  +  i  =  1,  L{5)  =  1  +  i,  7.(4)  =  1  -f  ^  4-  ^  etc.  ou  bien 
L{1)  =  0,UU0UU00O00  i(5)  =  2,0833333333 

1  =  1,0 ^  =  0,2 

2/(2)  =  1.0000000000  i(6)  =  2,2833333333 

^  =  0,0 i  =  0,1666666666 

jL{3)  rr::  1,5000000000  XC?)  =  2,4500000000 

I  =z=  0,3333333333  i  =  0,1 428571428 


L(4)  =  1,8333333333  1,(8)  =  2,592857142857 

1  —  0,25 t  =  0,125 

1/(5)  =  2,0833333333        '  L(9)  =  2,717857142857 

^  =  0,111111111111 


i(10)=2,8289G8253968 


■■■> 
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Si  dans  l'équation  (2)  on  fait  «:=0  et  x=l,  on  aura  L{1)  =  L{0)  +  ^ , 
et  à   cause  de  X(1)  =  0,   il  viendra  Z(0)=— i  =  — oo.     Mettant  —  a  à  la 

place  de  a,  on  obtiendra  L{—a)=L{—{a—l))  +  —  •     H  suit  de  cette  expres- 
sion que  L{ — n)  =  —  oo,  pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  n. 

On  peut  trouver  un  autre  développement  de  la  manière  suivante: 
On  a  jLx=L(x+l)  —  Lx=~,    et  puisque  L{.v-\-l)  =Lx-{- L'x-\-lL"x 

-j- L"'x  -}-  etc.  il  s' ensuit  que 

1  =L'x-^^L''x-\-^  L'-x-^etc. 

De  là  on  pourra  sans  peine  tirer  la  valeur  de  L'x  en  x,  et  ensuite  par 
intégration  celle  de  Lx.  En  effet  considérons  en  général  la  fonction  f.v=^(px. 
On  obtiendra  de  la  même  manière  l'équation  suivante: 

^:,=f'a,-^^fx+J^f"'x+  ^^l^^r-'-^  +  ^tc- 
Supposons  qu'on  ait: 

f'x  z=(px  -{-  ccfp'x  -\-  p(f"x  -f-  y?"'"-*^  +  ^tc.  on  en  tirera 
^f'x  =  ^(ç'x  -f-  ^Mfx  +  y(f'"x  +  etc. 

'r/"'^"=  2^<f'''^+.^«<P'"^+etc. 

—f"''x=  -J— a, "'a:  4- etc. 

1.3.4'  2.3.4^      ~ 


2.3. 

etc.  etc. 


En  ajoutant  et  remarquant  que  f'-i-hU"^'^  -^T^f'"^  -|-  •  •  ^  y^j  on  ob- 
tiendra 

0  =  («+i)9^'^  +  (/^  +  ^«+2-3)<y"^+(y  +  l/5  +  .^«+^;^)r^r+etc. 

donc  a  +  ^=:0,  ,^+^«+-J^  =  0,j'  +  |^+-^«+^:^=0,  etc. 

d'où  l'on  tire,  «  =  — |-,  1^^=-^^,  7=0,  (5=— 7^^,  ^  =  0,  etc.  donc. 
f'x  =  (fX  —  ^(p'x-\--^^(p"x  —  _^_^""a:  +  etc.  et  en  intégrant: 
^(fx  =f(fxdx  —  |y  ^  +  tV^'  '^'  —  rhô^'"^ + etc. 
Faisant  maintenant  cfx=i  — ,   on  a  2'(^ — ^  =  Lx,  f(pxdx=:lo^x 

1  2  3 

(p'x= — ,cp"'x=z '-r-  etc.  et  par  suite, 

Z..r  =  .+  log..— 1--^+^,— etc. 
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Pour  détenniner  la  constante  c,  soit  a:=10,  et  on  aura 

Z(10)  =  r+log  10  —  5V  — T2ÔXF  +  Tïïï^ïïïïîT  —  etc. 
<Voù  l'on  tire  la  valeur  de  r=0,577215664901  . . 
On  obtiendra  donc: 

Z(x)  =  0,577215664901  . .  +  log.r-  A._  _1_4.  _^  _  etc. 

Cette  formule  est  très  commode  pour  calculer  la  fonction  L{x)  lorsque  x 
n'est  pas  trop  petit. 

Pour  calculer  L(.i)  depuis  x=l  àx=2  on  peut  développer  une  formule 
convenable  de  la  manière  suivante: 
0„a    £(l  +  „)  =  J-  +  _L  +  _i_  +  .    .+  .+1 

or  en  développant ,  - — , ,  etc.  on  trouvera 

—  etc. 
Donc  en  désignant  1  +  -^+  «„-"^~  atT'^"  '  P^^  '^"^  ^"  ^"'* 
Z(l  +  0))  =  62W  —  S^m^+  S^a^—  S^w*  4-  .Ç«0j*  —  etc. 
ou  bien       L(l  +co)  =  (S.^—i)io  —  {S^—l)oj-'-{.{S  —  l)(o^—  .  . . 

_^0J  —  w2+c«3— ... 

or     co  —  to*  -I-  fo'  —  .  .  = —  ,  donc 

0+1 

L{l-\.m)=-^-{.{S  —  l)co-{S  —  l)m"-+{S-l)m^-etc (A) 

(1)  "F  JL 

Mettant  —  co  à  la  place  de  a,  il  viendra  : 

Z(l  — (o)  =  ^:^-— (^;— l)w  — (^3— IK— (^4— l)ro^— etc. (B) 

De  plus  ayant  L{2  —  cû)=L{i  —  m)  -|- ,  on  en  tirera 

Z(2— fo)=rl  — (^2— l)cù  — (^3— IK— (6;— l)oj'— etc (C) 

On  trouvera  aussi  sans  peine  la  formule  suivante: 

i(l+.,„=^+^+(6-l-A),o-(.Vl-i>/-X«.-l-J,>--«C. 
Tome  second.  O 
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Je  vais  maintenant  montrer  l'application  de  cette  fonction  à  la  sommation 
des  suites.  Ayant  Sqx  =  ~'(f{.v-\-l),  on  pourra  sommer  toutes  les  séries 
dont  le  terme  général  est  cpx,  lorsqu'on  connaît  ^cpx.  Considérons  d'abord  la 
suite  harmonique, 

«  _i_  _JL_  j-    "     _L      _|_     "    __  g  /"   g    A p 

b    ~^  b  +  c     '     b+'ic     •"•••'      6+cvr  \b+csJ 

On  a  donc   P=  2^(--—^ — j  =  a^(- Y     Faisant  ù-{-r-\-cx=cy^  on  a 

P=-^^(— )=r+— Z(y)  =  C+-^z(^^+:r).    Pour  déterminer  C 

soit  a:  =  0,  ce  qui  donne  P  =  -^,   donc  -^  =C-\-  —  /^r^—iîV  et  par  suite: 

Faisant  p.  ex.  «=1,  b=l,  c=z2  on  aura 

Cherchons  la  somme  de  la  série: 

a  a      1^      a  a      ^^      a  j^       a  a  ^ 

"ô  "6+7    ■"  "6+2c         6+:ic     '    1^         ■  ■  ■  "^  6+2xe         i+(2x+l)c        ^' 

Cette  série  étant  égale  à 

fl      1^       a        1^      a        1^         1^       «  (    ^     _1_         '^        _i_        '^        _l_     _i_         **       \ 

T"   '"    b+'ic  ~^  l)+ic'^"'~^l>+2xc        V  b+c  ~^    6+C+2C    '    Â+c+ic  "*" '  '  "^  6+c+2j:cj 

on  aura  tout  de  suite 

r^        a     ,      a     j  /b+'2c         \         n    ,  /è+2c"\  a  a     ^  /b+Sc   .     \  ,    a     r  /b+Sc\ 

^=0  +-27  ^(-^-^^7-  2.^(-2r)-6Tc-  2-c^(-2F-''^rTc^(-2r) 

ou  en  réduisant 

^=^676T7)+2^^(^)-2^^A-27)  +  2^^(^+-")-2c^A-27+"-> 
En  supposant  .r  infini,  on  aura  L  (-— \-a:)^L(-- — -\-.r)  et  par  suite: 

6  é+c  "t"  i+2c  6+:3c  "*"  6+4c  ~~    6(6+c)   ^ 2cl     \  2c  J  \  2c  )\ 

Faisant  ici  S=l  et  <'=1,  on  obtiendra 

or   iy(2)=l  et  1  —  2^  +  ^  —  5-  +  ---^^='og2,   donc  on   en  tire  ce  résultat  re- 
marquable 

log  2=1  — ^i.(|),  ou  i.(|)  =  2  — 2log2. 
Si  l'on  fait  bz=i  et  c  =  2,  on  aura 


19 

On  sait  que  — : = s — \- — etc. 

'■        siiiç  9  ç — -  9+t:  ç — ÀTZ  ç  +  àt:  <p  —  3;: 

= ^etc.  —  ( -+ etc.) 

or  faisant  bz^q,  et  c=  —  n,  on  obtiendra 

9  9-7C  ~^  9-27C         ^^         9(71-9)"'     27r' L     \    27i:    /  ^  V    27î     /J 

et  en  faisjint  è  =  ç-|-.T  et  r=7r 

J î— 4--^ etc  =  -— ,^--+>-rz.(ii^-Zr-^)l   donc 

9+-       ç+z+Tz    '    9+7U+27C  (9i-7c)(9+27r)  '    2r  L     V     2tc  \^    2k    /J 


1  Z  TT 


l-2x)~  2-L     V  2;:   /~      \  2z  /  V  2t:  /  V    27i:  /J 


sin9       9(tc-9)       (9+tc)(9-i-2x) 
Soit  q:=m:T,  et  l'on  obliendra: 

on  tire  de  là  en  posant  -  -  ==  ^  et   remarquant  que  L{1  -)-  a)  z=  L{x)  -\ 

Z(l_:^-)_Z(.r)  +  Z.(|  +  .r)-Z.(|-.r)  =  -^; 
mettant  ^-\-y  an  lieu  de  x,  on  aura 

^(H  u)+L{l-y)-Hh+y)-r^{^-y)=^^- 

On  a 

cotang  ç:=i-|- J-+     1    _|_     1     _|_etc.+  J- +  _L  +  JL  +  etc. 
"  ^        9    '    9+'   '    9+2tc  '    9+37C    '  '    9-z   '    9-2;:   '    z^-'àr.   ' 

donc  faisant   successivement    b=(p,   c=7t   et  b=z(f,  c=z — jr,  et  remarquant 
que  I-j  (^^+  x\  —  L  T-?— ^  -|-  a: j  =  0  pour  x=.oo,  on  aura 

Si  Ton  fait  (fz=nx,  on  obtiendra 

cot  nx  =  -i-  (L{1  —  .r)  —  i.(l+.r))  +  -—  ; 

«'*»»*-'  Z(l  —  x)  —L{i-\-  .1)  =  .T  cot Tia- ~, 

et  à  cause  de  L{1 -\- x)  =: /^{x) -\ -, 

L(l  —  .r)  —  L{x)  =  ,T .  cot  7TX. 

5  * 
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Substituant  cette  valeur  dans  l'étpiation  ci-dessus 

2tc 


,  il  viendra 


M^  +  ^) Mh X)  =  —r^ ÎT  COt  X7T. 

d'où  en  réduisant 

A  l'aide  de  cette  formule  on  peut,  lorsque  les  valeurs  de  L{x)  sont  con- 
nues depuis  a-=l  jusqu'à  a=1,  5,  trouver  les  valeurs  de  L{x)  pour  toute 
autre  valeur  de  x. 

Pour  faire  usage  des  formules  (A),  (B),  (C)  il  faut  connaître  les  valeurs 
de  S^ ,  S^  etc.  Celles-ci  se  trouvent  calculées  dans  Euleri  Cale.  Diff.  page  436. 
En  substituant  ces  valeurs  on  aura. 

Z(l  +  w)  =  Y^^—  +  uio  —  «jOJ-  4- «ato'  —  tVjW^  +  •  •  • 


2/(2+0))=  1  +  aco  —  «jfo^-j-WjOi' — a^(ù*+..  . 

0,00099  45751  27818  0 


où  «,  «j,  «29  "3'  ^^^-  ^^^   '^^  valeurs  suivantes: 


a  =0,64493  40668  48226  4 
«^  =  0,20205  69031  59594  2 
a^  =  0,08232  32337  1 1 138  1 
f<3  =  0,03692  77551  06863  2 
a^  =  0,01734  30619  84449  1 
«5  =  0,00834  92773  86601  8 
«g  =  0,00407  73561  97944  3 


8  "»^ 

«,  =0,00049  41886  04109  4 
«jy  =  0,00024  60865  53308  0 
«,^  =  0,00012  27233  47585  7 
(,j3  =  0,00006  12481  35058  7 
«j3  =  0,00003  05882  36307  0 
„j^  =  0,00001  52822  59408  6 


«^  =  0,00200  83928  26082  2 
Calculons  p.  ex.  L{2  +  oj)  et  Z(l-|-co)  pour  ra  =  0,01 

a .  to  =  0,006449340668  «, .  «"■'  =  0,000020205690 
«2 . 0)'  =  0,000000082323  u^.  o,*  =  0,000000000369 


a^.  «*  =  0,000000000002 


0,006449422993 
4-  0,000020206059 

—  0,006469629052 
1, 

1,(1,99)  =  0,993530370948 
i-»»  =  1,010101010101 


—  0,000020206059 
-}-  0,006449422993 


0,006429216934 


1,006429216934  =  Z.(2,01) 
0,990099009900  =  1^^ 

0,016330207034  =  Z/(l,01) 


i(0,99)  =  —  0,016570639153 
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Si  Ion  (levait  construire  une  table  sur  les  valeurs  de  la  fonction  />(.»■) 
p.  ex.  de  millième  à  millième,  on  poserait  successivement  w:=  0,001,  oj=rO,002, 
«=0,003  etc.  dans  les  formules  ci-dessus;  mais  il  serait  moins  laborieux  de 
déduire  ces  valeurs  l'une  de  l'autre.  Pour  cet  effet  mettons  w-|- 0,001  à  la 
place  de  a,  et  nous  aurons  l'expression  suivante: 
Z(2-(w-fO,001))  =  Z<(:2-fo)  — («  .  0,001 +  «i. 0,000001  +  «2-0,000000001  +  ...) 

—  w  ((<,.  0,002+ f.'2- 0,000003 +  «3. 0,000000004  +  ...) 

—  œ2(«„.  0,003 +  «3. 0,000006 +«4. 0,0000000 10  +  ...) 

—  «^(«3.  0,004 +  «4. 0,0000 10 +  «5. 0,000000020  +  ...) 
Substituant  les  valeurs   de    «,  «j,  (i„  etc.    on  en  peut  tirer  la  valeur   de 

L(2  —  (co  +  0,001)) — Z/(2  —  cù)  =  JL{2 — w).  De  la  même  manière  on  pourra 
développer  J^L{2 — w),  J^L{2 — oi)  etc.  et  à  l'aide  de  ces  différences  il  sera 
facile  de  construire  une  table  sur  les  valeurs  de  la  fonction  L{x).  Dans  ce 
calcul  il  faut  avoir  soiii  de  donner  à  w  des  valeurs  assez  petites,  ce  qui  est 
bien  à  remarquer.  Je  vais  faire  voir  une  application  importante  d'une  telle  table. 
Cette  application  consiste  en  ce  qu'on  pourra  pai*  son  moyen,  très  facilement 
construire  une  table  sur  la  fonction 

logl  +  log2  +  log3  +  ...  +  log(.i-— l)  =  log(l.2.3...(.r— l))  =  log/>. 
En  effet  on  a  Z(.r)=  v(i),    àoucJ'Lxdx  =J'cdx  -\-  :>:f^  =  Cx-{-  S\o^x 

=  r.r+logr.r:  donc  \o<^rx=J'L{x)dx  —  Cx,  et  de  là  (^^^If\=L{x)—C 

Soit  pour  abréger  \o^rxz=P,  d'où  _-  =  Z(.r)  —  C:  or  d'après  un  théorème 
connu  on  a 

Cette  expression  donne  L{x)  en  P  ou  log/i-;  on  peut  en  tirer  la  valeur  de 
JP  exprimée  en  L{x).     Or  on  voit  aisément  qu'on  peut  poser 

~  =  L{x)-C-\-a.JLx-^€i'.J''Lx-\-(f.J^Lx-\-a"'.J^Lx-{-etc.  d'où  l'on  tire 

—  ^JLx  —  la .  J-Lx  —  yi'J^Lx  —  \tC'J^Lx  —  etc. 

+  \J''Lx  +  \aJ^Lx  +  \a'J^Lx  +  etc. 

—  \J^Lx  —  laJ*Lx  —  etc. 

+  i-J*Lx  +  etc. 


— 

1 

+ 

1 
7 

\3p 

1 
-i 

A*P 

\s 

+ 

1_ 

5 

\-P 
Aj 

etc.  etc. 
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La  somme  des  premiers  membres  de  ces  équations  étant  égale  à  Lx  —  6',   on 
en  tire,  fl=i,  «'  =  ,]-«  —  !,  a»=\(C  —  \a-\-l,  «"'=^«"  — |«'  +  |o  — 1^   etc. 
d'où  on  déduit,  a  =  ^,  «'  =  —  -J^^,  «"=^1^,  «'"=  —  ^'^V       Substituant   ces 
valeurs  on  obtiendra: 
JP=^/l{^Q^rx)={Lx-C)  Jx-{-\JLx.Jx—^^J''Lx.Jx-\-^^.PLx.Jx—^^^J''Lx.Jx-{-eic. 

Pour  déterminer  la  constante  C,  soit  x:^\  et  Jxz=\.,  et  l'on  aura 

z/(log r^i)  =  log  12  —  log /'l  =  0 ,     de    plus    L{x)  =  Z.(l)  =  0 ,    JLx  =  i  , 

z/2Z,;r=— 1,   ../'Z.r=l...^"iv.r  =  tll^;   donc 

C=z^+2V+7V+- -  =  0,577215664901 
et  conséqnemment. 
logr(x+  ./.r)=log/:T  —  J'.r (0,5772156 . .  —  Lx—\JLx-{--^^J"Lx  —  ^^.PLx-\-  . .) 
Si  Ton  pose  Jx  =  0,001,  on  aura 
log  r{x  -f  0,00 1) = log  r.i;  —  0,00057721 56 . .  +  ^  J^^(  Lx  -\-  ^JLx  —  -^^  J-'Lx  + . . .) 
3Iettant  2 — co  au  lieu  de  x,  on  aura 
logr(2-w-0,001)=:logr(2-«)+0,0005772156..--i-yV()(^(2-f")  +  l-^^(2-«)  +  etc.) 
La  fonction  L{x)  peut  aussi  s'exprimer  par  une  intégrale  définie.     Si  dans   la 
formule  (2)  ou  pose  a=\,  et  ensuite  x=^tt,  on  aura: 

Ml+«)  — «— ^-2 f"3-"^2    .    3  ï" 2.3.4        ' 

Considérons  le  développement  de  (1 — xf. 

On  a  (1  -  ..)•  =  1  -  ax  +  ^ ^.. _ i^ÇlKf^ .^.3  +  etc. 

on  tire  de  la 

X  2  2     •     o 

multipliant  par  dx  et  intégrant,  il  vient 

,„g._/il^.,,.,=C+,„_l.îi^)..--+l.!fcIfc5..-etc.=/i^ 

Prenant  l'intégrale  depuis  a:r=0  jusqu'à  xz=l  on  aura 

_  ,  «(«-!)    ,     1  «(«-!) («-2)  _  i  »(g-l)(a-2)(«-3)    ,  ^  pn-{}-^Y\  fi^. 

"       ^2      """â       2.3  f       2.3.4~'"        t/oV      X       /'■ 

Or  cette  série  est,  en  vertu  de  ce  «jui  précède,  égale  à  L{l-\-a),  on  a  donc 

IMettant  1 — x  au  lieu  de  x  il  vient 

/'l  r" 1     . 
0  a;  —  1 
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Mettant  de  plus  .r"    au  lieu  de  .r,  on  aura 

L(\-\-a)  =  a' / xKufu;  où  l'on  suppose  rt'>0. 

Posant  an'  =  m,  il  vient 

\      '     a'  /  t/  0  .r<" — 1 

Cette  expression  conduit  à  ce  théorème  remarquable. 

Théorème.  "Lorscpie  y  est  une  quantité  rationnelle  quelconque,  la  fonc- 
"tion  L{ij)  peut  toujours  s'exprimer  par  des  fonctions  algébriques,  logaritbmi- 
"ques  et  cii'culaires." 

En  effet  ayant 

1  -J \  =  al  -.x^^dx,  lorsque  o>0, 

1  +  — )  =  «  /     — J — —.x^-'âx  lorsque  «<0 

/j.m l 
— - — —  x^'dx,  pour  des  valeurs  entières  de  m  et 

de  a,  est  intégrable  par  des  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  circulaires. 

Or  1  -[-  —  peut,  pour  des  valeurs  entières  de  m  et  de  a  signifier  une  quantité 

rationnelle  quelconque:  donc  le  théorème  énoncé  est  démontré. 

Soit  7w=l  et«=2;  on  aura  Z(l +1)=2 /"-:^=:2  —  2  log  2,  ce  que 

«y  ol+j  o    ^ 

nous  avons  trouvé  plus  haut  par  un  procédé  différent. 

Soit  ;«  =  1  et  «  =  3:  on  aura  Ln-{.\)  =  ^  T^^^  =3  —  3  P-^"^^ 
d'où  l'on  tire  Z(l  +  i)=3  — |  log  3—  ~^^^K 

Revenons  à  l'expression  générale  ZM  -|-— jr=«/  '^"'~ — .  .r^'.-V/.r.  Or 
l'intégrale  /  "^^         .x^'dx  se  divise  en  deux  parties,  savoir, 

X"  —  !  J      X«  — 1  L'  X"  — 1  V  *  ^^  '' 

Il  reste  donc  à  trouver  1  intégrale  /  — .  dx. 

'        J    x^  —  \ 

^^  j^m+a— 1  j^TTï— 1 

Un  a =  x^~^  -j :  et  par  conséquent 

J"  —  1  '    X" — 1'         ^  ^ 

x«  —  1    ■  m       'J    x"  —  1 
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Oi-  on  peut  supposer  m<a,  car  le  problème  peut  toujours  être  ramené  à  ce 
cas.     On  aura  donc  lorsque  a  est  un  nombre  impair,  (voyez  Euleri  Cale,  integr. 
pag.  49,  50). 
f^^ a.  =  llog(..-l)  +  |'|'cos^  log  j/(l-2.cos  ^  +  .') 

.    2/b: 


,   j; .  sin  ' 
^   v-    sin .  arc  tang  < — 


1 


Si  l'on  pose  cette  expression  égale  à  —   'og  (x — 1) -\- P,  on  aura 

/•^"'        .  x^-'dx=P log  ^         ,  et  en  intégrant  entre  les  limites  x=0  eta:=l, 
a:"  —  !                               a      "    .r  — 1 

n\xm__i^  ;r»-irf.r  =  P"  —  P' ~   log  a. 

J  o  j-o  —  1  a 

On  voit  aisément  que  /"  =  0,  et  qu'on  ait 

P«=l'';^^osi^  ,0,(2-2  cos  ^)-l' v.;^  sin^^.arct. 

Il  s'ensuit  donc,  lors(pie  a  est  impair 

2.(,  +  i^)=^_l„g»+'l;'cos^l„g(2-2c„s-^) 


1 

Î2Ax 
sin- — 
a 
âhT 
1 -cos 
ff 


(D) 


.     2tc 
sin   — - 

1-cos  -^' 


«  =  1  donne  Z(2)  =  l:  «  =  3  et  îw  =  1  donne 

Z(l  +  i)  =  3  — log3+cos  |L.log(2  — 2cos-|^)  — 2sinÇ.arctg 

or    cos-|^=_^,  sin^=^,  donc  /.(l  +  ^)=3-|  logS- -J  1/(3) 

«=3  et  «^=2  donne  Z.(l  +  f)  =  |  —  |  log  3+  -J  K(3). 
La  formule  (D)  a  seulement  lieu,  lorsque  a  est  impair. 
Lorscfue  a  est  pair,  on  aura: 
lU  +  i^)  =  -«— losa+log2  +  ^  vfcos^.log  (2-2cos^)^ 

(  2A-71:    M   ^, 

;\ — ^kT 

I  l-cos  

l 


—  2    y,   sin arc  tang 
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Le  terme  +  log  2  doit  être  pris  avec  le  signe  -|-  si  m  est  pair;  et  avec 
le  signe  —  tlaiis  le  cas  contraire. 

«  =  2  et  m=l  donne  Z.(l-f-^)  =  2  —  log 2. 

«  =  4  et  ?«=1  donne  //(14-^)  =  4  — 3log2— -| 

ff=4  et  ?«  — 3  donne  Z(l  +  3)  =  |  — 3log2  +  ^. 

Les  deux  dernières  équations  donnent  //(|^)  —  L{^)-:^n  —  §,  ce  que  nous 
avons  déjà  trouvé  plus  haut. 

La  formule  (E)  comprend  aussi  le  cas  de  a  impair,  car 

Z  (  1  +  .   '"   ,  )  =  Z  1  -j-  {--'^ — r  ).     Mettant  donc  2a  au  lieu  de  a  ou  aura 
V      '     2a'  +  l/  '    v2(2«'  +  l)/ 

Z(l  +  ^^  )  =  ^  -  log  a  —  (log2±  log2)  +  ir,cos^.  log  (2  sin  |^)' 


sin- 
k  siu .  arc  laug 


a-i  ,  sm  — 

ktm:  .  a 


—  2  2^k  sin  "-^^  .  arc  tan 


en  remarquant  que  1  — cosr=2  (sin  -^)- 

Si  l'on  met  ici  2a — m  à  la  place  de  m,  il  vient: 

i(l,?gL')=i(2-£)=.Jl^_,„„„,(,og2+io.^).ï.c„s*-^M„g(.si„gy 


.    kr. 
a-l  SI"  — 

+  2^/r.  sm • .  arc  tan  g  — ; — r-- 


vrmz 


(  .    kii\ 

2  (  sm  —  I 

V      2ff/ 

en  remarquant  que  cos  ii?^:!^  =  00s  i^ ,  et  que  sin  ^•(^"-"')^  =  _  sin  i^ 

c  a  a 

Ajoutant  ces  expressions  de  2/(2 —  ^)   et  Z  (  1  4-  -;^),  on  obtient: 

V  2a  /  v  2a  / 

^(2-|r)+^0  +  ^':r)=2^+^-2'«s«-2('«§2±'««2) 

+  4  2'„cos^^log(2sin4^) 
2  a  \  2a/ 

et  en  retranchant  l'une  de  l'autre,  on  obtient 
V'^'è/zy    ^^U+.i-J  =  ^, h^-TiSm — ^.arc  tang 


Tome  second.  ^ 
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sin  — 
L(l-f)-L(l  +  JÎ-)  =  -^  +  42\.sia*-^.arc  tang     """, 

mais  nous  avons  vu  auparavant  que  L(i — — ^  —  //fl  +  — ')  =  :/r.cot^- —  ; 

on  a  par  conséquent 

.     1:tz 
a-l  ,  sin- 

cot— —  =  2  2. A- sin .arc  tang 


En    substituant   cette   valeur    dans   l'expressiou   trouvée    ci-dessus    pour 
^(l  +  ^),  on  aura 

4l+£)  =  ï-'«S'^-('«§2±log2)-|cot^+2S.cos^.log(2sin^^> 
et  puisque  Z  (l  +  ^)  =  Z  (^')  +  — ,  on  a  aussi, 

\  2rt  /  V  2a  /  w« 

z(.^)=-log«-(log2  +  log2)— ^cot-'"^+2S.cos^.log('2siniî) 

En  faisant  ici  successivement  »i=2,  4,  6,  8  . . .  2(a — 1)  et  ajoutant,  on 
obtiendra: 

^(4)+i(4)  +  ^(4)+-+^(^)=-(«-«)'»«'' 

n-  (cot H  cot h  cot  -4-  .  .  +  cot -^^ —  ) 

i     \  a  a  a  a       / 

+  2  log(2  sin^)  S-.cos  ?^  +  2  log  (2sin  |^)  27.  cosi^  +2log  (2  sing)  S 
+  . . .  +  2  log  (2  sin  <î^)  V,.  cos  ^(^I^)^ . 

Or  cot  J^  +  cot^  +  . . .  -Lcot  i^:!!^  =  0,  et  S.cos  ^^  =  —  1,  donc 

«  o  a  j  o 

^(ï)+  ^  (~)  +  ^(1)  +■•  +i  C^)  =  -(»-l)l«g«-21»g  (2.in^^) 
— 2log(2sin?î)— 2log(2sin|î^)...  — 2Iog(âsm<î^) 


6A-TC 
fcCOS    — 


27 

donc 


=  — (a— l)loga— 2(a— l)log2— 2log  (siu  -A. .  sin  -|l. .  .sin^""^^^V 
mais  (  sm  — —  .sm--—  . . .  sm  '■  ,  '     )   =  -— — — ,  et  on  aura  par  suite 

V         2rt  la  la     /  220-2  ^ 

^(~)+^(4)+^(l)+-+^(4) ="'"'  G)'  •••»»  '•»»  «™ 


/(T)/(f)/(t)...„K") 

On  peut  encore  trouver  d'autres  propriétés  de  la  fonction  L{pc)  comme  il 
suit.     On  a 

mettant  1x  au  lieu  de  x,  il  vient 

i(2.)  =  c-K4-+ir+^  +  --)-K^+ir  +  ---) 

or  LK.)  =  C-  (4-+  -1-+  ^  +■ .)  et  XCr+è)  =  ^-  Ci^+  .4l+  •  •)'  ^«- 

Pour  déterminer  C  on  fera  o^'r^l,  et  on  aura  0  =  C'4-^^(j)    or  Z(^) 
=  —  2  log  2,  donc  O  =  log  2  et 

2Z(2.r)  =  2log2  +  Z(.r)  +  Z(x  +  ^)  .,  .  .  (F) 

ou,  en  remarquant  que  //(l  +  2.r)  =  Z/(2^)-j- — —  et  que  Z(l+.r)=:Z(a-)4- — , 


2Z(l  +  2.r)  =  2log2  +  /.(l+.r)  +  Z(^  +  .r) 

2 
+2x 


2 

de  plus,  ayant  L{\-\-a:)^=L{\-\-x) —  ,  on  aura 


^(|+-r)  =  2i>(l+2a:)-Z.(l+a:)  +  _^-2log2. 
Mettant   1  —  a:  à  la  place  de  x  dans  l'équation  (F)  on  obtiendra 
2L(2— 2ar)=2log2+Z.(l— ^)4-/.(|— ar),  et  à  cause  de  L(\—x)=L{2—x)—:^ 

i>(|  —  a-)  =  2  Z,(2  —  2j:)  —  Z(2  —  a:)  +  ^  —  2  log  2. 
Cette   formule  facilite  beaucoup  le  calcul  de  la  fonction    L{x).      Si   par 

4  * 
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exemple  on  devait  calculer  la  valeur  de   Z(l,498),  on  ferait  1,498  :=  |  —  x, 
et  par  suite  .r— 0,002,  2  — 2.r=l,996  2— .r=  1,998. 

Revenons  à  la   formule:  L{x)  =  C —  ( 1 — -j-  — -  -]-•••) 

Si  l'on  met  nx  au  lieu  de  x,  on  aura: 

H:nx)  =  C-{±+^  +  ^  +  ...  +  -^^) 

_  f_l__+ _J_+ ^J^  + . . .+ —J_) 

\  n+)/s        ii+l+nx         n+2+nj;  'Àn-l  +  nx/ 

/      1        I  1  I  1  I    ■■■    I  ^        ) 

\'in+>ix       2«+l+HJ       2«+2+nj        '  '  '  ~f~  ^n-\  +  7ix/ 

—  etc. 


ou  bien 


"    L  +  1  l  +  .r+l  2  +  .r+l 

\         n  n  n  ) 

ix-^ —  1  +  xH 2+j:+ —  1 

\        n  n  n  ) 


\x  +  —  1+X  +  —  '1  +  X  + I 

V  n  n  n  J 


n 
Or  on  a  en  général 


\x-\ l  +  X-\ ■  i^x  + 


s»^ 


-+ — ^+ — ^-+••■=^"-^('^•+ v)'  •^""^ 


x+- \+x^ 2+X  + 

Il  n  n 


Pour  déterminer  C"  faisons  .r=0;  il  en  résulte,  à  cause  de  /.(?/. 0)=-  i.(0), 
ornons  avons   vu   que—   \j^\~)'^^'\')~^'''~^^\n/^^       log  «, 


29 

donc 

Posant  donc  successivement  w  =  l,  2,  3,  4  etc.  on  aura 

L{2x)  =  log  2  +  ^{L{x)  +  L{x+^)) 

lA^x)  =  log  3  +  ^  {L{x)  +  L{x  +  \)  +  L{x+f)) 

etc. 


IV. 


Les  fonctions  transcendantes  2!  -^,  2J  —fi  2!  ^-y  -  •  •  2^-^  exprimées  par 

des  intégrales  définies. 


a" 


J^i  l'on  différentie  successivement  la  fonction  S — ,  on  aura 


da  da 


=  -^J- 


«_ __  ^«^   __  I   2^ JL 

da"^  da^  '  «a 

a  Vb  / 


da^  da^ 

etc. 

d"^  —  2rf"  f— ) 

«  Va/ 


=  -2.3^  J- 


=z-^<2,.^A...n.S 


lûï"  da^  —  «"+' 

oii  le  signe  +  a  lieu,  lorsque  n  est  pair,  et  le  signe  —  lorsque  n  est  impair. 
On  en  conclut  réciproquement 


rf2—  ,  rf^'S—  ,  t/^sl 

y    1 a  -^    1      I      ^       ^_= ?. 

«2  da      '    '^  «*  "*"    2.rfa2  '  «4  2.3da3 

y    1    _    I  a  _  ,  rf"-'i^(«)        . 

c»  —    1.2.3..(w-l)rfa"-i  —   2.3...(«-l)rfa'»-i 

Or  nous  avons  trouvé  que  S — =  /Aa)^g —  dx. 

^  a  «/   0    X — 1 

On  en  tire  donc  en  différentiant  par  rapport  à  a: 
da  «/   o     X — 1 


■etc. 
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rf«2  — 


«/  O  X 1 


rfa'  «/ o        .r  —  l 


etc. 

da"-^  •/ o  X — 1 

En  substituant  ces  valeurs,  on  aura 

^1  /•!      X»-»./x  . 

2: —  =  —    /     z dx- 

«2  */  0  X 1 

«3  •^     «/  0  X 1 

a*  2.3./ 0       x~l 

etc. 

a-^"  2.3.4..  (2w-l)*fo  x— 1 

a"+i  ^^  2. 3.4. .2m  «/o         x— 1 

En  général,  quel  que  soit  «,  on  aura 


«o         l(a)    »/  X  — 1 


/. 

Désignons  ^ —  par  L{a,u),  et  nous  aurons 
a" 

Z(o,f()  =  — —  .  /       ^ 

Ua)     •/    ,,  X— 1 


r(a)     •/    o  '•— '  '  ^   ' 


ra— 1 


En  développant  -^ en  série  infinie,  il  viendra 

or      /    .r"-'^-i.  (/_).'*  rf.r  = W_.  et  par  conséquent 

./o  \     xJ  (a—kf 

L(a,u)  = 1 1-  +  ...  in  inf.  +  C, 

{a-ir  («-2)«    ^   {a-Sr    ^  ^ 

OÙ  c  est  une  constante  indépendante  de  «.     Pour  la  trouver,  faisons   dans   (1) 
a-==l,  ce  qui  donne   L[l,(c)^0  et  .r"-*  =  x"  =  1  ;  pai'  conséquent 
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C= —  ~ —  /     — ;; — i —  tt-i:     On  tire  de  là 
r(a)  — ' 


r(a)     •/ 0      X — 1      \    x/ 
OÙ  «  peut  être  positif,  négatif  où  zéro. 

o„...-.=(i)-=,_,<,_„(4)+(î:a-.(4)'-(|^(4y+e.c. 

Substituant  cette  valeur,  on  aura 


L{a,a) 


r(a)   r  ^^         1— X  2    J  1— X  2.,i  ^  1— X 


cr+2 

.dx- 


Considérons  l'expression  j      \^^^   •     E"  développant  ^— -,  on  aura 


/ 


x/ 

1— X 


0 

donc  enfin 


^  '  '^  r(a)  V    ^    2"+'  3''+'  4"+'  -^ 

2.r(a)  l,      '      2"+'  3"+'  4"+'  ^ 

■    («-l)3.r(a+S)      1^1    ,     _1_    ,    _1_    .     JL_  +  ...) 
'  2.3r(a)  V    ^    2"+'  3'-+'  4''+'  ^ 

etc. 
or    on    a    r(«+ !)  =  «/'(«),    r(«  +  2)  =  «(«+ l)r(«)    et    en  général    r{u-\-k) 
=  «(«+  1)  («  +  2) .  . .  («  + A-—  1)  r(«).     Substituant  cas  valeurs,  on  obtient 

-^f..(,.+i)(i  +  ^+^+^  +  .-) 


etc. 


33 

Si  l'on  pose  a  infini,  on  aura 

X(oo,  a)  =  1 +  — +  JL+ _L -f  . . .  etc. 
2'^  3'-'  4"- 

donc  en  désignant  L{x>,a)  par  L'{u) 
L{a,cc)  =  cc  .Z'(a+l).(a-l)  —  ='i^^/.'(«+2).(«-ir-+^^^^^±l^  . .  etc. 

Si  dans  la  formule  (I)  on  met  —   au  lieu  de  o,  on  aura 

n 

,1/    "> 


Z(— ,   «)^  .    /       _i .(Ix 

V  ff  /         r(a)      */    „  .r —  1 

I 
Faisant  :c  =  i/,  x  devient  =  y",  dx^ay"-^,  U— Y ''=«"' (^/— Y"'  et  par  suite 


r—\  -'    r(a) 

On  th*e  de  là 


'U'^y  r(a)  J       y-\      •^^r(a)y         r-1         ^ 


y" 


Si  maintenant  ?»■ — !<«,  ce  quon   peut   supposer,  la  fraction    ^ est 


A 


résoluble  en  fractions  partielles  de  la  forme .     On  aura  donc 

'  1 — eu 


cy 


<^«)=^/S-''^+^/iS-« 


dy  -\-  etc. 


a 


r(a) 

Si  l'on  développe  —-^ —  en  série,  on  voit  que 
\—cy 

/S'  ■  "^  =/('t) -'"^ + '-fi  ('7)'"' ''^+ ^'./X'7)  ■  ■"* + • 

or    /    (/—)'•"'/.</»  =  — i^  ,  donc 


I 


\^.rf^  =  r(«).(l  +  ^+^+^+.-.)'    donc   en    désignant 


1  +  — — I h +  . . .  par  L'(u,  c),  ou  aura 

'    r-       3"       r- 


Tome  second. 


/ 
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dy  =  r{(() .  L'{a,  c)  ;  on  obtiendra  donc  enfin  : 


1—cy 

o 

l(—  ,  «)  =  «"  (A .  L'{a,  c)-\-A.  L'{((,  C)  +  A\  L'{c(,  c")  +  etc.) 

La  fonction  Zy  (—,  «j  peut  donc,  lorsque  m  et  a  sont  des  nombres  en- 
tiers, être  exprimée  sous  forme  finie  à  l'aide  des  fonctions  /"(«)  et  L'{u,  c). 
Soit  p.  ex.  m=î,  a=2,  on  aura 

conséquent  A^=. —  1  et  c^  —  1.  donc 

Lorsque  «  est  un  nombre  entier,  on  sait  que  la  somme  de  cette  série  peut 
s'exprimer  par  le  nombre  tt  ou  par  le  logarithme  de  2.  Soit  «  =  1,  et  l'on  a 
1  —  2~l"¥  —  T+ •  • -"^'oS^î  '^onc  2.(1,  1)  rrz  i.(i)  = — 2log2,  ce  que  nous 
avons  trouvé  précédemment. 

En  posant  «  =  2,  on  a  1  —  -i  +  ^^  —  ^  +  .  . .—  ^^  '  '^^^^  Z-(i,2)  =  — i^. 
On  peut  en  général  exprimer  -^(i,  2n)  par  —  M.n-",  où  M  est  un  nombre 
rationnel. 


■»ti 


V. 


Sur  l'intégrale  dé/inie  i    .c"-' (1  —  .r)'^-*.  (/ — Y'  \lx 


Arans  les  Exercices  de  calcul  intégral  de  M.  Legendre  on  trouve  rexpression 
suivante 

Jo  ^  ■'  r(a+c)  ^   ' 

donc 

log  (/;  x'-^  (1  —  xy-K  dx)  =  log  r{a)  -f-  log  r{c)  —  log  J\a  4-  r). 
Différentiant  par  rapport  à  e  et  à  r,  et  remarquant  (jue 
^^^  =  La—C  (Voyez  pag.  21) 


da 
on  aura 


Ces  deux  équations  combinées  avec  l'équation  (I),  donnent 
f\''-^.ii-xy-Klx.dx=(L{a)-Lia+c)).I^± 

fym-xy-Uil-x)dx=  (Uc)  -  Lia  +  .)) .  BJ^  . 

La  dernière  équation  peut  aussi  se  déduire  de   l'avant-dernière   en  échan- 
geant rt  et  c  entre  eux,  et  mettant  1  —  x  h  la  place  de  x. 

Lorsque  c  =  i,  on  a,  à  cause  de  L{l-\-a)  =—-\-L{a),  et  r(a-|-l) =«/(«), 

yx''-^.lx.dx= -,  résultat  connu, 

*^'  J,'-^''~'-Ki—^r).dx=  —  Eh^^  donc  Lil-\-a)  =  —  af^x''-\l{l—x).dx 
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Développant  (1 — xy~^  en  série  on  trouvera: 
/>-(l-;<:)-<i)fc=/;.r.-v(i)rf:r-(.-l)/'../(l)&: 

or    /     x''.l(-^)da;=— — —-;  donc 


(c-l)(c-2)(c-3) 


2 


Jo  "^      .(A      ^;       V't/'^*^— ;^        ^        ■^^•(«+1P^  2  («+2)2  2.3  -(fl+S) 

mais   y*  \r''-'(l— .r)-i.  (/ 1) .  d.r  =  (L{a+c)  —  L{a))  ^^^^^  ^^  ,  donc 

(L(a4-c)-L(a))^"-^''—^—(c-l)      ^       i    (^-l)(^-2)       1 (c-i)(c-2)M)       1 ,       ^2) 

Soit  p.  ex.  c=l  —  a,  on  a  L{a-\-c)  —  L{a)= — L{a),  r{a-\-c)=^l, 
r(a) .  nr)  =  ria) .  m  —  «)  =  ^^^  ;  donc 

_  Lia) .  -J^  =  -L-[-  -^ 1-  "("^^)  4-  ^iK^l?)  +  etc. 

^'    siiiûTU        «2  ~(a+l)2~2(«+2)2~    2.3(a+3)2    ^ 

Soit  a=l,  on  a  — iy(ff)=2log2,  sin-^:=  1,  donc 

Soit  «=1 — .r,  f=2a.- — 1,  on  aura  en  remarquant  que  L{\ — x) — L{x)=nv:Q\.itx, 
—^  ont  ^-r  r(l-r)r(2.r-l)  _      1      _  2.^-2     ,    (2x-2)(2x-3)  _  (2t-2)C2x-3)(2x-4)    , 
.T.cot7r.r.  ^^         —  (ï^       (2-xy^"f"      2(:M-^  2.3(4-x)^        ^•" 

En  échangeant  a  et  f  entre  eux  dans  l'équation  (2),  on  obtient 
(Z(«  +  c)-Z(r)).  ___  =  __(«-!)  ^-^+  -2(c,:2j^----  ■ 
Divisant  l'équation  (2)  par  celle-ci  membre  à  membre,  on  aura 

i(„+c)_i(„) «2         (a+l)2  "^    2(a+2)a 


L{a+c)  —  L{c)  1  «  — 1    _[_  ("-1)(«-2)     

c2  (c+l)2  "•       2(c+2)2 

De  cette  équation  on  tirera  en  y  faisant  r=l 
Z(l+«)  =  a  —  ■^"_1I  -)-  «(«-')(«-2)  —  . . . ,  donc  en  écrivant  —  »  pour  «, 

/^(l_„)^_^,,  _|_  "(f+^)-f  »(«+^)(,«±gI  +  ...),  et  en  mettant  «—1  au  lieu 

de  a, 

L(a)  =  (»-!)-  iî^fc?i  +  iîi&fîil  _ . . . 
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on  tire  de  là 

Lia-l)-Lia)=n.cot^a=-  (2«+l  +  £(^±I)jg:l)(^+  «(«■fl)(.+2H«-l)(«-2)(«-3)  j     -^ 

Si  dans  l'équation  (2)  on  pose  «=1,  oa  aura 

(i(r]  u     /rin  r(i).rc_X(i+c)  _        (c-i)  ,   (c-i)(c-2) 

comme  aupai'avant.     Faisant  r=0,  il  vient 

0  0'^  22    "^  32  ^^  42     '    ■  6   ■ 

Nous  avons  vu  ({ue 

/V-..(i-.r-.(4).rf.=(z.(»+<-)-iw).-q|^. 

Diiférentiant  cette  équation  logarithmiquement,  il  viendra 
/•'  /,  1\-    ,  f  dUa+c)  dL(a)\ 

/o^-Mi--)-> 0-) •  ^-       (-4— — -i-)  , ,,  ,  ,   ,, , 

/;^-i.(i-x)-»(/-;r/x 

or  on  a — ~^  =  —  —  — ;r-     Soit -^ —  =  L'(a),  et  l'on  aura 

aa  «^  a- 

//^•-Mi -^r' (4)'-'^-^=[(^'(«+^)-^'(«))+(^(«+'')-^(^o?]- -["g^ 

Si  l'on  désigne  2'— j-  par  i^"(o),  ^ -^  par  iy"'(«)  etc.,  on  obtiendra   par 
une  difl'érentiation  répétée 

y^ \T''-\{l—.Ty-'.(^l~y.  (Lv=  [2(L"{a-\-r)  —  L"{(i))  + 

3(L'{a  +  c)-L'ia))(Lia+r)-Lia))+(L{a  +  r)-L{ar)]F^ 

/;.r-(l-^r'.(4)^/-^'=etc. 
En  différentiant  l'éfjuation  (2)  par  rapport  à  a,  on  aura 

*/o  ^  -*       V    jt/  \a3  1    (rt+l)3~         2  {a+2)3  2.3  '  (a+3)3  i^'^^W 

./o  ^  '       \    xJ  Va4         1     (rt+l)4^        2        ■(«+2)-t  2.3  (a+S)*   "^       7 

et  en  général 

f  \'-K{i-xr^ . (1  ^yr^x=  Ta  (1  -  gll ■  ^-  +  (^:^)(gj) ■  -1-  -  ('--^)(^-2)(--^) . _J_  +  etc.) 
•^'^  ^    -^^  ^a'^         1     («+lf  2  (a+2f  2.3  (a+3)«  '  / 

Or    la  fonction  /    ^-"-1.(1 — .r)'^-\  U— Y'"' f/.i-    est  exprimable   par  les   fonctions 

J",  jL,  -L',  Z",  . . .  i(«-i)  donc  la  somme  de  la  série  infinie 
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_L.__^.  __1 |_  (c-l)(c-2)    _i__etc 

est  exprimable  p.ir  ces  mêmes  fonctions. 

Il-y-a  encore  d'autres  intégrales  qui  peuvent  s'exprimer  par  les  mêmes 
fonctions.      En  effet,  soit 

'    f  ' x'-Kil—^y-K (/ -J'' dx  =  (f{a,  c), 
on  obtiendra  par  des  diffcrentiations  successives  par  r.ipport  à  r, 
f^af-\{l  —xy-Kl{l  —X).  (j^)"-' ilx  =  (p'{c), 
J'\'''-\  {l—xy-\{l{l—x))''(l  1)"."'  dx=(p''ic), 
J'\''-\{l—xY-\{I{i—x)y(l^y''dx=(f"ic), 
et  en  général 

Or  on  a  œf«,  c)  = ^"'^"^ ,  donc  en  substituant  cette  valeur,  on  obtiendra 

l'expression  générale  suivante, 


/ 


et  cette  fonction  est,  comme  nous  venons  de  voir,  exprimable  par  les  fonctions 
r,  L,  L',  L%  . . .  L^"-'^ . . .  L''"-'^. 


Ou  sait  que 

/;(4)-',A.=/w....(A) 

Différentiant  par  rapport  à  «  on  aura 


/ 


\    x/      \     x /  da.  do. 

or  !^^=L(a)  —  C,  donc 
do. 

./:'(4)"'(4)"-^='-<«>('-<">-o 


dlFo. 
da. 
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différentiant  encore,  on  aura 

Une  expression  générale  pour  la  fonction 

/■Oi)"-(«^)""^- 

peut  se  trouver  aisément  comme  il  suit. 

En  différentiant  l'équation  (A)  n  fois  de  suite,  on  aura: 

or   lî^^n^  =  Lia)  — a  donc  ll\a)  =f{L{u)  —  C)t1u 
et     r{a)  =  e/^^"^-^^'^\Aonc 

«/o\.r/       \     X  /  doL" 

fonction  qui  est  exprimable  par  les  fonctions  r,  L,  L',  L," .  . .  £,"r^ 

Si  l'on  met  e"  à  la  place  de  :i-,  on  a  ^  —  =  — y.  Il  __  =  /( — »), 
dxz=z  e^dy.  donc  i 

ou  en  changeant  y  en  — y 

Faisant  y  =  z",  on   a  y"r'dy  =  —  d(if)  =  —dz,ly  —  ^  h,  e-y  =  e~^  ", 

et  par  suite 

1 

f\lzY.e-'"  dzz=u"+\ 


^„(^/(r.«^c)d«j 


ou  en   mettant  a  au  lieu  de  — ■ 


(/a" 


1  (Iffx 


OU  bien 


/  {hy.e-^  .dz={—iY.ic"-\  ^LM ^— 

/^^/  r:^)"..-^'- ./^•=«'-.  Hi:L; j^ 
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Posant  «=0,  on  a  /     e-''".^/.r= — -./'(—) 
a/o  a         Va/ 

Posant  .=  1,  on  "/X^-^) --"-/— ^^(1)  [/.(!)- c]  . 

Si  p.  ex.  u=2,  on  aura  /    e~'''.(fx  =  ^r(^)^=^y^(n) 

et  /!"0t)  •  ""'"•  ^^-^ =T l^W  (^+  2  log  2), 

en  remanp.int  que    L{^)  =  —  2  log  2.      11  faut  se  rappeler  que  la  constante 

C  est  égale  à  0,57721566  . . . 

Si  dans  l'équation  (A)  on  pose  x^=y'',  on  trouvera 

f  y"-^  .1  f—X''  dy  =  i^ ,  lorsque  n  est  positif 

/    y"-Kl  (—Y'^ dy  =—^.  lorsque  n  est  négatif. 
Différentiant  cette  équation  par  rapport  à  ce,  on  aura,  lorsque  n  est  positif 

Soit  y  =  e~'',  et  l'on  trouvera 

y^°°e-"\x"-\  Ix . f/.r=  ^  (L{(c)  —  C—  log w), 

résultat  qu'on  peut  aussi  déduii'e  aisément  de  l'équation 


VI. 


Sommation   de  la  série 

y=z(/(0)  +  ?(l)..r  +  y(2)..r^  +  (f(3).;r'4-...  +  y(«).r'' 
n  étant  un  nombre  entier  yositif  fini  otl  infini,  et  (f{n)  tme  fonction  algébrique 

raiionnelle  de  n. 


M-U'A  fonction  (^{n)  étant  algébrique  et  rationnelle,  elle   est  résoluble  en  termes 
de  la  forme  An"  et :  7/  est  donc  résoluble  en  plusieurs  séries  de  la  forme 

2)=^A.0"-\-A  x-\-A.2".x^-\-A  ^" ..x^-\-  ...-{-  A. n".x''     et 
B     ,         Bx       ,       Bx"'       ,      B.x^       ,  ,      B.x^ 


La  sommation  de*  la  série  proposée  est  donc  réduite  à  la  sommation  de 
ces  deux  séries. 

Considérons  d'abord  la  quantité/;.  Or  A.O"  étant  une  quantité  constante 
et  A  facteur  de  chaque  terme  de  la  série,  nous  poserons, 

^    — '- — z=zf(tt,x).     On  a  donc 
A 

f(cc,  .r)  —  .r  -|-  2''  x'^  +  3^' .  x''  +  4" .  .r*  +  .  .  .  +  n" .  x" 
divisaqt  par  ;r,  on  a 

ÙhfL  =1-1- 2«. A'-l-  3«..r''  +  •  •  •  +  n"x"-^; 

X 

multipliant  par  dx  et  intégrant,  il  vient 

flkh^  .  dx=x-{-  2^-'-'.r^-|-3«-'.r3  +  •  •  •  +  n".~'x'' 
or  en  comparant  cette  série  avec  la  précédente,  on  voit  que 

f^^'^'f'  .dx  —  f{cc  —  l,  x); 
différentiant  et  multipliant  par  x,  on  en  tire 

f{u,x)=  "■'^-^^'^'"K 

Tome  second.  6 
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ou  en  écrivant  seulement  /"(«),  au  lieu  de  f{a,  x) 


m 


s.df(a-l) 


dx 

Connaissant  donc  la  valeur  de  /'(«  — i),  on  peut  en  déduire  celle  de  /"(«). 
Mettant  a — 1  au  lieu  de  «,  on  aura 

/•(,._  1)—  ■r.rf/(«-2)  . 
dx  ' 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  il  vient 

'  ^  '  d^ 

mettant  de  plus  «  —  2,  «  —  3  etc.  au  lieu  de  a,  on  obtient 

/•(r.— 2)  =  --•"•  ^^^^-^> 
ds 

f{u  —  3)  =  ^••^-^(^— *) 
/■(»_4)—  ■^•^/(°^-5) 


Substituant  ces  valeurs,  on  en  tire 

n,   . x.d{x.d{x.d{x  .  .  .d{x.df{<0)  . .  .))) 

On  a  ainsi  la  fonction  /"(«)  déterminée  par  la  fonction  /"(O).     Or  on  a 
/•(O)  =  x-\- x^-\-x'4-x*  +  . . .  +  .r"  =  ^linf!l ,  donc 

1  — X 

x.d(x.d(x...d(x.d(^-^—^...)) 

f{tt)  =  x-{-  2«..r'«4-3«.  .r=  +  . .  .  -f-  w«.^"  = b ^ !^ )_l-x ^ 

dx" 
Ainsi   on  connaît  donc  la  fonction  /"(«),  et  par  suite  on  connaît  de  même 

la  fonction  p.     Si  la  suite  va  à  Tinfini,  on  a  /"(O)  =  — —  et  par  conséquent 

x.dix.dix.-.dix.  dl— j  •  •  •  )  ) 

x4-2".x''4-5"  .x^-\-A"  .X*  -\-  . .  .  = 1 ^ ^ \l-xy /j_ 

dx" 

En  faisant  successivement  «  =  0,  1,  2,  3  etc.,  on  aura 
.r-\-x'-{-x^  +  «*+•••  =  ï:^ 
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a-  +  2^-*4-3a.-»  +  4.i-*  +  .  .  .  = 


-C,-^) 


dx 


X 


x.d   x.di—^ —  )  /,       X 

^  ^  '  ^  </j-2  (1—^)3 


Cousidérons  ensuite  l'autre  série,  savoir 


F{a)  ^  -L  + 


+ 


(a+1)"  («+2f  («+3)" 

multipliant  par  .r"  et  ensuite  différentiant,  on  aura 


+  ...+ 


(a+n)" 


dlF{a.) .  J"]  x«-'    _|_       J"         ,        J''+' 


dx 


ou  bien 


(«+!)«-■         (a+2)" 


(e+«f 


rf[i'Xa).a-] 


On  voit  par  là  que 

4J^(a).j°] 


(a+l)"-'        («+2)^' 


=  .i;«-l./'(«_l); 


+ 


X"  \ 


(a+«) 


en  multipliant  par  dx  et  intégrant,  on  obtient 


F(a) 


fdx.x''-^.F(rt.-l) 


On  peut  donc  déterminer  F{u)  par  F{a  —  1) 
Mettant  maintenant  u — \,   a  —  2,  etc.  au  lieu  de  a,  on  aura 

fdx.x'-KFioi-'i) 


F(«-l): 

F{a—2)-. 


fds.x''-^.F{t-S) 


F(2) 


fdx.x«-KF(\) 


p  Jdx^^^2KF(«l 

On  peut  donc  déterminer  F{a)  par  F{0),   car  on  aura  par  substitution: 

or      F(0)  =  1  +  .r  4-  .1-  +  .  .  .  4-  :r"  ==  ^7^^^  ,  donc 


j,,  X J_  /"rfx   /'rfj  /Vj^  rdx.jx"-^  — 

^tf   ^J  'V  '  '   J     X  %f  1 X 


dx    /Va-.(x<'-i— j-"+'') 


6 
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Si  la  série  va  à  l'iiifnii,  ou  a  F(0)  =  — — ,  et  par  suite 


Les  quantités  constantes,  dues  aux  intégrations  successives,  dovient  être 
des  valeurs  particulières  des  fonctions  F(0),  F(l),  F(2) . .  .  F{a). 

Ayant  ainsi  déterminé  les  fonctions  /"(«)  et  F{u),  on  en  tirera  aisément  la 
somme  de  la  série  proposée 

(;(0)+ç(l).r  +  9:,(2).r--f-(r(3).r^  +  •  •'•  +  <((»). x\ 

Le  procédé,  dont  on  a  fait  usage  pour  trouver  la  somme  de  cette  série 
à  l'aide  de  la  série  1  +  .r -j- ^"^ -}-  ...-{-x",  peut  aussi  servir  à  la  détermination 
de  la  somme  de  la  série 

à  l'aide  de  la  série 

f{0)-\-f{l)x+n2)x^  + .  • .  +  m-r'% 

où  /■(/?)  signifie  une  fonction  quelconque,  et  (f{n)  une  fonction  rationnelle.     En 
effet  la  série  z  est  résoluble  en  plusieurs  séries  de  la  forme 

A.(f{l)x  +  2''.fi2).x'-\-3".f{3).x'  +  .  •  •  +  n".f{n).x"), 

et  A'  (^4-  /illii-+  L(?hfl  +       JM^f!^) 

■^    a"  {a+iy  (a+2y'  {a+nf  ''' 

Si  l'on  pose  f{G)-\-f{l)x-\-f\2).x^-\-...-\-f{n)x'':^s,  on  trouvera  pré- 
cisément de  la  même  manière  que  ci-dessus 

m+  /(1L..^.+  /(?L„^.^  +  ...+  /W_.;r— J-/î^. /^  ...f^.fdx.x-Kds. 
a"  (a+\f  («+2)"  {a+7if  ^"^    x    J   x        J    x    J 

2         .  r.3 


Soit  p.  ex.  .y:=^=l  +  .r-J 1 -{-.>.  +  •  • 

^  ~     ~  '2    ~  2.3    '     2.3.4     ' 


on  aura 


a      '    fl+l      '    ^     a+2  ^2.3    n+3   ^  x"'' 

^   e^   A_   («1)    I      {a-\){a--2.)        («-l)(a-2)(«-3)    ,  ^    i    _f_ 

X      \  J  '  j2  J.3  '      '  '  */  X"   ' 


vn. 

L'intégrale  finie  ^"(fx  exprimée  par  une  intégrale  définie  simple. 


Vrn  peut  comme  on  sait,  moyennant  le  théorème  de  Parseval  exprimer  l'inté- 
grale finie  S"(fx  par  une  intégrale  définie  double,  mais  si  je  ne  me  trompe, 
on  n'a  pas  exprimé  la  même  intégrale  par  une  intégrale  définie  simple.  C'est 
ce  qui  est  l'objet  de  ce  mémoire. 

En  désignant  par  (fx  une   fonction  quelconque   de  x,  il  est  aisé  de  voir 
qu'on  peut  toujours  supposer. 

tfxz=fe^.f'v.(lv (1) 

l'intégrale  étant  prise  entre  deux  limites  quelconcpies  de  r,  indépendantes  de  x. 
La  fonction  fv  désigne  une  fonction  de  v,  dont  la  forme  dépend  de  celle  de  cfx. 

En    supposant    ^x:^l,    on    aura    en   prenant   l'intégrale    finie    des  deux 
membres  de  l'équation  (1) 

^<fx=fe-.-J^^d„ (2) 

où  il  faut  ajouter  une  constante  arbitraire. 

En  prenant  une  seconde  fois  l'intégrjile  finie,  on  obtiendra: 

^^(fx  =  fe-\  T^^ .  dv. 

En  général  on  trouvera 

^^.^,_y,.._^.^, (3^ 

Pour  compléter  cette  intégrale  il  faut  ajouter  au  second  membre  une  fonc- 
tion de  la  forme 

C+  6>-f  fVr'^  +  •  •  •  +  C-i^"-^ 
6',  Cj,  Cj  etc.  étant  des  constantes  arbitraires. 

11  s'agit  maintenant  de  trouver  la  valeur  de  l'intégrale  définie  té"". — — .dv. 

^  J       (^"—1)" 

Pour  cela  je   me   sers  d'un  théorème  dû  à  M.  Legendre  (Exerc.  de  cale.  int. 

T.  n.  p.   189):  savoir  que 
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On  tire  de  cette  équation 


,    e"  — 1  V  ^'Jo     e'^^—l  '  •  •   •   y   ' 

En  substituant  cette  valeur  de  — — -  dans  l'équatiou  (2),  on  aura 

Maintenant  on  tire  de  l'équation  (1)  en  intégrant 

fcpx .  dx  =JJe^'^.  dx .  fv .  dv  =  /e"'.  ~  .dv\  donc 

Sipx  =f(fx .dx  —  :^(px-\-2f^    ^^f^        ./e"'. fv.Hin vt  dv. 

JJintégrale  Je'"'.fv.s\nvt.dv  se  trouve  de  la  manière  suivante.  En  mettant 
dans  l'équation  (1)  au  lieu  de  x  successivement  x-\-f}/^ — 1  et  x  —  t]/ — 1, 
on  obtiendra 

(f{x-\-ty —  1)  ^fe"".  e'"^-\fv.dv 

(p^x — ty —  1)  =^fe'"'-  e-^'^-^.fv.dv, 
d'oii  l'on  tire  en  retranchant  et  divisant  par  2K — 1 

Je"". sm  vt.fv. dv  =  -^-^— — '      '^ . 

Par  là  l'expression  de  ^(fx  devient 

^(pX—J(fX.(LX—^(fX-f-^J^   e27rt_l  2/— 1  ^    ' 

Cherchons  maintenant  la  valeur  de  l'intégrale  générale 

^  J        '      (e"— 1)" 

Il  n'est  pas  difficile  de  voir  qu'on  peut  faire 

^=(-i).-(<..,,+^.,..^+A-5^+---+^--^) 

en  faisant  ^ — î —  =  ;>.      4,  „,   Ji,„,...sont    des    coefficiens    numériques    qui 

e" — 1  ' 

doivent  être  déterminés.     Pour  cela  différenlions  l'équation  précédente,  et  nous 


aurons 


ITfvHT  —  (—  1)   V^o,n  ■  -^  -h  Ain  ^2-  +  •  •  •  +  -^"-'."    dV  )  ' 


{C-l) 
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//  .  C''  >l  1^  Il 

"'        (e.._|)o+ï  (e"  — 1)"   "^  (e"— 1)"+' 

c'est-à-dire 

^;,ig^=„(-i)-(A,..;'+^.,..l  +  ...  +  ^.-.,..^) 

+  „  (-  !)■  (j,,.«.y  +  ^,,.+,.^  +  .  . .  +  A,.+,.  -g-). 

En  comparant  ces  deux  expressions  de  — — '        ,  on  formera  les  équations 
suivantes  : 

yf ,,„+!    Aj,n  =    A„,,        0  :        JJl,n  =   An 

n  n        ' 

^%"+l  A,"  =  — -  ^In        •'^  =        ^■^2,"  =  —  -^l'i 


«  '  »i  ' 

n 
De  là  on  tire  aisément 

A,„=  1,  A,„=  2ri ,  J,,„  =  vCI  v-l),  ^3  ^^-ri  2r(i 2--)]  etc. 

'  '  îi  '  \n       nJ         '  L  71       \7i       n/J 

Cette  dernière  é(juation  servira  à  déterminer  les  constantes  qui  rentrent 
dans  les  expressions  de  A^„,  A^„,  A^„.  etc.  Ayant  ainsi  déterminé  les  coeffl- 
ciens  Ag^„,  A,„,  A^„,  etc.,  on  aura  en  substituant  dans  l'équation  (ô)  au  lieu  de 

J^^^  sa  valeur 

maintenant  on  a 

d'où  l'on  tire  en  différentiant 

*  dp  1       i^a  /*5  t-àt.  cos  vt 


=-^+'l 


do  V"^  ./o         ^27lt j 


e 


d'^p 2    p'^f^.dt.sinvt 

dv^  ~v^         Jo      e2'-ft_j 


rff*  U-*  -/rt       e-^'— 1 


^/ 


48 
donc  en  substituant 

s"^^  =/(^..-„„ .  î^-  ^„-.,„.^ + A„.,.J-^— ■  ■ +(-ir-^o,„+(-iri).-.  A'-c/-' 

Cela  posé,  on  tire  de  l'équation  (fx=ije'"'.fv.dv  les  suivantes: 
f(fx.  dx  z^fe'^'.fv .  — 

J'^(fx.dx=zfe'"'.fv. 

pcpx.dx=fe-.fv.f^ 

etc. 
de  même  on  aura 

fsmvt.dv.e\fv=  <p(^+^v/-l)-y-^/-l) 


V 

dv 
dv 


fcoS'vt.dv.e'-^.fv  =  <p(.^+t/-l)+y(x-Av/-l) 


+_ 

"2 


donc  on  aura  en  substituant 

^''cpx=A„.^^„.r{n).f"(px.dx"—A^„.rin—l)f''-'cpx.dx''-'-{- . . .  -{-(—l)'''\f(f'X.dx-\-{—i)\^cfx 
_l_0^      1  \n-i  /* i -P- '^^     (p(j+^v/-T)-9(.r-<v/-l)_L or      iv-i    r-^-f't  9(j+/v/-l)  +  y(j-V-l) 

OÙ     P  =  A^^,,  —  A^^,,.t^-\-A^^^.t'^  —  ... 

En  faisant  p.  ex.  w  =  2,  on  aura 

rf<         9(j+^  /— 1)  — 9(j— f  y/— 1) 


rf^  y(j  +  f /— 1)+  (p(j— f  y/— 1) 

__       _ 


Soit  p.  ex.  9;i- =«'"•',  on  aura 

(p{x±tY—l)  =  e'-\e^'"y'-\fe".dx=  l-.e'"^,Jfe''\dx^=^^  .e'^ 

donc  en  substituant  et  divisant  par  e"" 

Le  cas  le  plus  remarquable  est  celui  où  /i  =  l.      On  a  alors,  comme  on 
a  Wi  précédemment: 
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En  supposant  que  les  deux  intégrales  2^(fx  etj(pxdx  s'évanouissent  pour 
x=a,  il  est  clair  qu'on  aura: 

donc 

^çx=ffx.dx-U^fX-rfa)Jr2  fj-^^.  _9(-^^^v/-l^ -^(x-^v^-l) 

g     /-h         dt  cp(«  +  ^v/ — 1)  —  cp(a — 1\/ — 1) 

Si  l'on  fait  a;=cx),  en  supposant  que  (f^x  iitjipxdx  sont  =  0,  pour  cette 
valeur  de  x,  on  aura: 

ya+g:(rt4-l)4-y(a+2)  +  ^(«+3)  +  .  ..in  inf.  "j 

—    r^ar  dx-^^aa  —  2    f-^±—      ^^au^-A)-^(a-tV-\)\   •  •   •   •   (6) 

Soit  p.  ex.  f/.r  =  — ^  ,  on  aura 

9(a+^v/— 1)  — 9(a  — ^  /— I)  — 2a< 

2/— 1  (^2^^2)2     ' 

donc 

■;^"f'(«+i)'^^"(«+2)-^  ^         2«2  "^  «  "*"  V.>  (»-"'- 1) («■2+^2)2 

et  en  faisant  o=l 

14-i-|_i-i- J_4- J^4-  :=   i^  rr=  ^  4- 4   /''' ^^^^ 

On  peut  aussi  par  ce  qui  précède  trouver  la  valeur  de  la  série 

En  effet  en  mettant  7(2.r)  au  lieu  de  t[x  et  |^«  au  lieu  de  «,  on  obtiendra        -^ 

donc 

2,«4-27(«+2)+2,(«+4)+ . ■■=fy^dx^'^'^-ÇLjKJl_    9(«+^/;j)^-9M/-l). 

En  retranchant  l'équation  (6)  de  cette  équation,  on  obtiendra,   toutes  les 
réductions  faites: 

Tome  second.  ' 


ÔO 

h      dt         9(a+fv/-l)— <;)(«-V-l) 


<f  «-cp(«+i)+<y(«+2)-.f («+3)+ . . . = i9«-  '^Jl^^r^^,  ■  -— — 2-V--Ï 


Soit  p.  ex.  (px  =  — ,  on  aura 


X 


2/— 1  «2  +  ^"-' 

1 1__| 1 l_i  _  J_    I   2/'^__i^^'— — 

a  a  +  l  "■"  fl+2  a  +  'â    ~^  "  '         2«   ~  Jo    („2+<2)(e''f_e-'") 

et  en  faisant  a=l, 

10^2-1  =  2/'  ^'^^ 


»  ^  ^o     (i+/>2)(e^'_e-"') 


vm. 


Propriétés  remarquables  de  la  fonction  y=(px  détei'minée  par  l'équation 

f,j .  dy—dx  v{{n—y)  («1  —y)  («2  —y)  ■  ■  ■  iC"—y))  =  O' 

/y  éta7it  une  fonction  quelconque  de  y,,  qui  ne  devient  pas  zéro  ou  infinie 

lorsque  y=-o.,  «i,  a^,  . . .  a„,. 


S 


oit  pour  abréger  (a — y){a^ — y)  .  .  .  («„. — y)=rrT/'y,  on  aura 

^  =  —  y(uv). 

En  différentlant  on  aura  un  résultat  de  la  forme 
.^  = ?- ^=z— ,  où  P  est  une   fonction,  qui  ne  devient  pas  infinie 

lorsque  if y  =  0. 

En  différentiant  de  nouveau,  on  aura 

dx^  *     dx  fy      ^  ^^•^^' 

de  même 

d*y  _      P^  "fy  =1^     ^-M-r=P       ^r=^   VUv-\ 

dx*  \^(-l>y)'    dx  fy  '    rfx^  =>•  rfx         fy'*    ^"f" 

etc. 
où     P,  Pi,  /*2,  P3  etc.  sont  des  fonctions  de  y,  qui  ne  deviennent  pas  infinies 
lorsque  ny  =  0. 

Cela  posé,  considérons  l'équation 

^[:,^v)  =  y-\-v^Q^-\-v^Q,-\-v'Q,  + .  . . 
+V{u'y){v.Q,  +  v'Q,  +  v^Q,  +  ...) 
où     Qii  Qii  Qz-,  Qi  ff*^-  so'it  des  fonctions  qui  ne  deviennent  pas  infinies  lors- 
que ny  =  0. 

Supposons    maintenant  que  y  ait  une  valeur  qui    rende   v"y  égale  à  zéro 
p.  ex.  y^a,  on  aura 
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Q^,  Q^,  etc.   sont  ici   des  constantes,  et  «  la  valeur  de  x,  qui  répond  h  y^a 
et  qui  est  déterminée  par  l'expression 

La  fonction  (f{u-\-f)  est  donc  une  fonction  paire  de  v.   On  a  par  conséquent 

7(«4- '')  =  '/(«  —  «')> 
d'où  l'on  déduit  en  mettant  a — v  sa  lieu  de  v: 

(f{2((  —  v)  =  (pv. 
Cela  posé,  on  a  de  même 

(/'(2«j  —  v)  =  (fv, 

en  désignant  par  «j  l'expression  /    *  ^  pr  j 

dons  aussi 

(f{2a —  v)  ■=  ç(2«i — v\ 

d'où  l'on  tire  en  mettant  liu^ — v  au  lieu  de  v 

(p{2a — 2ce^-{-v)  =  cpv, 

ce  qui  nous  montre  que  la  fonction  (p  est  périodique.     De  là  on  déduit  ensuite 

sans  peine  » 

(f(+  2n{(i  —a,)  -\-v)  =  (pVy 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

On  a  de  la  même  manière 

(f(±2»{n  —  «^)-\-r)=(pv, 

donc 

^(4: 2n{a  —  «j)  +  v)  =  (f(±2>ii{u  —  u^  +  ^') 

et  de  là 

(fÇv  +  2«(«  —  «j)  +  2«j(a  —  «2))  ■=(fv. 

En  général  on  aura 

(pv  =  (f  (v  4-  2>i{u  —  «j)  +  2wj(«  —  «,)  +  2??2(«  —  «3)  +  ■  ■  •  +  2m„._i(«  —  «„)) 

".  Wj,  «2  ^^c.  étant  des  nombres  quelconques  entiers  positifs  ou  négatifs.  Ou  bien 

yv=f;(»j-|-2««  +  2??i«i  +  2?/2«2  -f-  . . .  +  2w„«,„) 

où     «  +  w,  +  «j4- .  .. -|- w„  =  0. 

Si  l'on  suppose  que  (f{k)  =  0,  on  aura,  eu  faisant  v=k, 

(f  {k  +  2mc  -1-  2/ii«i  +  .  .    +  2«„.«„.)  =  0 
On  peut  donc  trouver  une  infinité  de  solutions  de  l'équation 

(f{.r)  =  0, 
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si  (f{k)  =  0,  savoir  .r=A-  +  2(««+  «/«^  +  ••  •  +  w««m) 
où      fi-^>/^-\-)i^-\-  ...)i„,=.0. 
On  peut  aussi  trouver  une  infinité  de  valeurs  de  a;  qui  rendent  (px  infinie. 
En  effet  il  sufllt  pour  cela  dans  l'étpiation 

de  changer  y  en  —  et  chercher  ensuite  par  la  méthode  précédente  les  valeurs 

de  X  qui  rendent  f=0. 

Pour  éclaircir  ce  qui  précède  je  donnerai  un  exemple. 
Soit  /V  =  l,  ^i'y  =  l  —  ^f={i—y){i-{-y),  on  aura 

donc  y  ==  sin  or  =  (çx. 

Dans  cet  exemple  on  a  a^i,  «i=:l,  «  =  -^  «i  = —  on  a  donc 


IX. 


Sn7'  une  propi'iéié  remarquable  d'une  classe  très  étendue  de  fonctions 

Iranscendaiites. 


l3oit  y  une  fonction  de  x,  déterminée  par  l'équation 

*  et  t  étant  deux  fonctions  entières  de  x\ 

Soit  de  même 

frydx  =  tvy, 
on  aura  en  différentiant 

or     t .  -^—  =  —  sii,    donc 
dx  -^ 

(  dt  \   .    ,    do 

Cela  posé,  soit  v  = , 


,  on  aur; 

X  —  a 

■A 

dt 

dx 

t 

X — a 

ix-a)-^ 

9'^—fj^ 

çs 

OU  ,   

x  —  a  (j— «)* 

en  faisant  t=(p.T  et  s=fx. 
Or  on  voit  sans  peine  que 

o'x-fx       o'a-fa    .      ,,  j.      ,    o"'a-f''a  ,  -.    ,     m""a-f"'n   ,  ,,    , 

{x-aY  —  {x-aY^x-a^^r^'L.%^  ''^^2T¥74^  '^^ 

donc  on  aura 

, Ç«  /« 


(.r  —  ay-  X  —  « 


+  /^ 


d'où  l'on  tire  en  imiltiplinnf  |>ar  i/d.v,  ft  inté<ïrant 

'■'■■/=-  ""■7;/-:,= -/■"  y^^^  +/«*"••■• 

Cela  posé,  soit      c  =  1   ^  ^    ,  011  aura  en  différentiaut 

'  J    £  —  Il 

(h    /*    tjdx 

da       J  (jc — «)'^' 
donc  en  substituant 

ety  =  —  <ia.  -'j'~  —  fa .  z  +J'ny(f.i: 
Soit  r  =  (/;;,  on  aura  en  substituant 

Jn>/,l.v  —  rfy  =  qn.p.-^+(pa.q.  '-^-^-  -\-pq .  fil 

Soit  <fa-  ^+/"«-'/  =  0;  «n  'il""» 

q=n'a  en   faisant  i/^^.v 

/>//r/.f ^-=fpa .  xi'fi.  -j- 

•'  X  —  a  du 


donc 
donc 


<pB.(|ia  •/    vfja.Çrt        J.' — a 


±  ./::^l-v.r.T.r/: ^« =ffJLÎ^.ri.r  da   .   .      .   (1) 

où  l'on  a 

/2=^ç.v/-/-'«+(|t''>'— ^fv^c^— «)+(^v''''«— ^/''''«)(-^--«r4---- 

Le  second  membre  de  Téquatiou  (1)  peut,  comme  on  le  voit,  toujours  être 
développé  en   plusieui'S  ternies  de  la  forme  : 

X,„.  /  ""'","    .fx'\\px.dx. 

'  «7  çfl.4i«    -^ 

En  faisant     (fx  =  «  -|""r^  +  "2*'^+  «s-^"'  +  •  •  • 
et      fx  =  (i-\-  ^,x  +  (}^x^-  +  ^3.r^  +  .  . . 
il  est  facile  de  trouver 

donc  on  aura  la  formule  générale  : 

4ja     J  x  —  a         ^     ^   J  {a-x)<i>a.<])a  ^^     '  ^  ^  ^'if  çn.^irt -^  "• 

Il  faut  remarquer  que  les   intégrales  par  rapport  à  x  doivent  être  faites 
depuis  une  valeur  de  ^  qui  réduit  à  zéro  la  fonction  \i<x.(fx,  et  celles  par  rapport 

à  «  depuis  une  valeur  de  cette  variable  qui  réduit  à  zéro  la  fonction  — — 


Ô6 


La  fonction  i/='\px  étant  déterminée  par  l'équation 
il  est  clair  qu'on  a 


ij.fx-}-(px.-^^=0, 


donc  1/  est  de  la  forme 


dx 


et 

%\)X  = 


(j:— 5)'».(x— 81)""  ... 

m,  m^,  etc.  étant  des  nombres  positifs  moindre  que  l'unité,  p  est  une  fonction 
rationnelle,  qui  s'évanouit  lorsque  tous  les  facteurs  de  ifx  sont  inégaux  et  en 
même  temps  le  degré  de  fx  est  moindre  que  celui  de  (px. 

Supposons  maintenant  (fu'on  prenne  les  intégrales  entre  deux  limites  de  x 
qui  rendent  égale  à  zéro  la  fonction  (fx.^'x,  on  aura 

Si  l'on  donne  de  même  à  a  une  telle  valeur  que  — —  devient  és:al  à  zéro 

on  aura: 

0==^((«+l)«„+^-/?„.+„+J/f».i^.r./.../^ (4) 

Il  y  a  un  cas  remarquable  qu'il  est  important  de  considérer  à  part,  savoir 
celui  où 

±-  =  ^~x.^^x; 

on  a  alors  ■\iix=y: 


donc  ^=-hr    '^'\.    ■ 

L'équation     y  .f'x-\-(fX.  ~~  =  0  devient  donc 

fx—^(f'XT=:0 

donc  fx  =  ^(f'x 

et  /9m=^('«+l)««,+i- 

L'équation  (2)  devient  donc  dans  ce  cas: 

Pour  vérifier  cette   formule    dans   un    cas  particulier,    soit   f/.r  =  l — x^, 
on  aura  «=1,  f?j  =  0,  «2  =  — 1, 
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ce  qui  est  vrai,  car  on  a 

^(x-a)v/{l-x2)        2/(l-«2)   •     =Vax— 1— /(l  — a2).v/(l  — xV 

J{a-s)V{l-a-)        2/(l-j-2)  ■      "Vax— 1-/(1— a-i).v/(l—J:2y/ 
Si  l'on  fait  (fx={\  —  .r^)(l  —  c^x%  on  a 

u  =  \,  «1  =  0,  «2  =  —  (1-f  f%  «3=0,  «4=f-,  donc 


./ V/[(1-J^2)(i.c2x2)]  ■«/ ^/[(l-a2)(l-c2a2)]  ^ /[(l-x2)(l-c^x^)]  'J  v 


(a-x)/[(l-a-^)(l-c-^a2)] 
a'^da 


/[(l-x2)(l-c2x^)]    ^   v/[(l-«2)(l-c2a2)]  • 

Cette  formule  contient  implicitement  les  propriétés  remarquables  des  fonc- 
tions elliptiques  que  M.  Legendre  a  données  dans  ses  Ex.  de  cale.  int.  T.  I. 
p.    loi  et  sq. 


Tiimc  second. 


X. 

Extension  de  la  théorie  jn'écédente. 


\jo\i  y  une  fonction  ipii  satisfait  à  l'équation 

o=..,+...f +vS-  +  .  .  +  ^..£^ w 

*,  *,,  *a . . .  étant  des  fonctions  entières  de  x. 
Soit  de  même 

frydx  =  v.y+v,.J^  +  ...+  /.._,.  ^  +  ^.„..  ^-^  , 

on  aura  en  différentiant: 

d'"y  dy  ^     d'^y  d'"-^y 

donc  on  aura  en  substituant  et  égalant  ensuite  à  zéro  les  divers  coefficiens: 

,  dv 

dx 

.         dv, 
.         do„ 


De  là  on  tire  aisément 


dits.  ) 


4*,«+,0   ,  '/■^(v+^0 


Cela  pOvSé,  soit  ;  = ;  et  supposons  que 


Sit  : 


S' 


Ô9 

'-,  +  n    \ 


X  —  a 


X — -a 


X — a 


R, 


(3) 


■^m-i'  ' 


X  — a 


X — a  ' 

s\  s\ ,  ^'2  etc.  étant   des   constantes  et  i?,  7?j ,  R^. .  .  (les  fonctions  entières  de 

a:,  il  est  clair  que  *'„  est  la  même  fonction  de  a  que  s^  l'est  de  x.     En  diflfé- 
rentiant  on  trouvera 


/i«  (s  <)  s' 

Al^=(_i)."r(/.+i) ^ 


."+1 


+ 


s'a 


donc  la  valeur  de  — r  devient 

x-a~(x-a)2     '  ■(x-a)3~         "  (x-«)* 

en  faisant 

Cela  posé  soit 


f-A'«+l)-nr^  +  P-(*) 


(x-c)'"+' 


^  —  "^  dx    ^lî^ 


-p  dP^R^ 


dx"* 


J  X  —  c' 

on  aura  en  différentiant  par  rapport  à  a 

dz   /*  ydx 

da  J  {x-a)- 

da^  J  (x-a)» 


or  en  multipliant  la  valeur  de  7"  par  ydx  et  intégrant,  on  obtiendra 
en  faisant  pour  abréger 


I  dy     ,  I  d"'-"ij     I  ,     d'"-^y 


dx 


rfx""-* 


et     x'  =  x  —  Xo 


rfx""-! 

8 
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I 

On  a  donc  l'équation  suivante  eu  z 

,  -r-fiy,,.=..-.+.^.^+,^.^  +  ...  +  ,,.^  ....  ,r;, 

Supposons  maintenant  qu'on  connaît  l'intégrale  complète  de  l'équation  diffé- 
rentielle qui  détermine  la  fonction  i/,  et  soit 

cette  intégrale.     On  trouvera  alors,  comme  on  voit  sans  peine, 

-=y\fPi'f"+!j'Ji>A^+y\fih'i«'  +  •  •  •  +  y'r.fvm.da, 

où  y'^j  est  la  même  fonction  de  a  que  y „  l'est  de  x,  et  p^,  p^.  . .  des  fonctions 
rationnelles  de  i/\,  i/'^,  ij\  .  •  ■  et  de  leurs  différentielles,  et  des  fonctions  entières 
de  x'  -\-J{jydx  de  la  forme 

Pf^=- -, • 

On  a  donc: 

Quant  aux  quantités  0^,  fl^,  etc.  on  peut  remarquer  qu'elles   sont   détermi- 
nées par  les  équations  suivantes: 

O  =  y\-Or+y'^-O,+y;.0^-{-...+y'...o„. 

(7) 

d""''g         ,    d-^--iy^       ,    <^"'-V3^    I        _|__rf'"-V-n 
rf»---^      1^   rfa-"--^    -2"f"   rfa--^  '^3i- •••-!-   ^^^„_.i 

Les  quantités  flj .  t'a,  ^''3  •  •  •  sont  donc  des  fonctions  de  «  seul.      Pour  ap- 
pliquer ce  qui  précède,  supposons  ?«  =  !  et  ?«  =  2. 
1.     Si  m  =1,  on  aura 

—  ^=y\-Oi^  donc  ^1= p, 

i'  1 


X  =  s^fi/=:-j^,  x'  =  X  e»  supposant  /o  =  05 


de  même 

donc  l'équation  (6)  deviendra 
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f'est-à-dire 

f-^a+'^y'^y  -fis-X.s',  =-y'^  ff^  ^  ^•^''« 

la  nu'ine  équation  que  l'équation  (I)  du  mémoire  précédent. 
2.     Si  7H=2,  on  aura 

d'où  l'on  tire 

e  = ?!? 0  = ^ 

y^'   da       y^-  da  *»-"rfflr-^i--rf^ 

Or  des  deux  équations 

on  tirera 


-^ -^    da^  ^1      da-^   ^  s'\y  ^     da  ^i""rfa'/~"' 


donc 


^*     rf«  ^  ^       da     — 


par  conséquent: 

On  a  de  même 


dx 
or      *;=*,<  -  i(V).^_£^_  ,   _j;^_   ,  ^  _  rffl, 

'  dx  x—a~(x  —  a)'i^^        ~dr 

et    *,.f=_f:i-+/?      donc 
X — a  ■' 
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L'équation  (6)  deviendra  donc  dans  ce  cas 

1       «•'  s'a 


y'. 


y. 


-da 


2  ■   rfj-Q      */  •ï'o '^ 


/•-i^da 

V    S', 


-y^-y^J-(^:=âv--^      'y-y^-yoJ-ç^;=n)i-^      •y\ 


r-ili^da 


<:^./S 


da 


dy,fda_j^,      J  s^  ""  ,  _^      /^ 

y^-d7,j^^^        y^^y^dx^js 


f— 


da 


RZ.e"  '^       "' 


;     — a 

2 


^y^-d^jir-'^^-^      -y^  y-^-ds^  J s\^^^-^      -y^ 


ou  bien  en  faisant 


^=[(^.-^>+^.■*]•7^^ 


et      ;('  = 


dx 
Pi      P(, 


ys-2. 


.=  T^„  + 


j^ — a        (x — o)2        j  —  a        (j  —  o)2 
9o 


j:.— a         j-„— B    "^  (jj  — «)2        (j-o— o)**' 


6li 
Si  l'on  suppose  *j  =  0,  *a  =  Opour  :r=:rj  et  a^=^p,  on  aura  la  formule: 

f-j^=^{y-Jf~^y'^-'-'--y'^-ff-jt  '''^'''■'^)  •  •  •  •  ^'^ 

n 

Dans  la  formule  (8)  on  peut  faire  y=V^(p+V^(/>*+$'"))4 


/bVCp^'+ç")] 


«,,  «2...  «m  étant  des  fonctions  de  a,  et  cherchons  s'il  est  possible  de  faire  en 
sorte  que  z  satisfasse  à  l'équation 

_      ,  dz  /•      j      ,  ,  du     ,  ,  rf™-'»    ,       Sm  d'"y 

P'^  +  y■l^^=S^y^^^+''y+^'^^^  +  ^^  +  ^'-^■ll^.+Jzra■l^i' 

En  differentiant  l'expression  de  z  par  rapport  à  a,  on  aura 

rffl        ^     ^j;— «    "T"     (x— a)2      "1"  (x  — a)3  "I"  (J— «)*  ~--V^       ' 

donc  CD  substituant  : 

fnjdx  =  x, 

OH     —/•:=() -. ^ T— r^ —  etC- 

X  —  a  (x — ay  (x — ay 

(x— a)™  (x  — a)"'+i  ' 

or  on  a  vu  que 

_ r  — «4-     ^'      A-      ^''       4-  _!aIL  _L         4-    *'■" ^("'+^^ 


r_rt     ~  (X  — rt)2  ~    (X— fl)3      1      •  •  •   T^     (j,_rt)m+l 
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On  a  donc  les  équations  suivantes: 

*'  +  /?«.  +  . .^  =  0 


*3 


donc 
ou  bien 


Y  T 


"+'       ~rf^' 


«n  =  On  -f-  f  •  «n+l  ' ;3 


en  faisant  pour  abréger  — — ^  =  «î,.  et !— =  f . 

T  T 

De  là  on  tire 

c,         1^  da.„+t 

«71+1    0«+i  -j-  f  •  ««+2  ^^  : 

donc 


«,- cî„  +  ,d„+,  +  0''-  ^)«„^_  2..^ 


Comme  on   a  m-j-1   équations  et  m-\-2.  indéterminées,   on  peut   faire   s 
constant;  alors  on  a: 

î-         I  V  dhn+\  I  o  ^  dlX,+2  I  d^a.n+i 

Il  est  clair  que  «„  est  de  la  forme 

i-iA+2     ^^  •  — ;^^ -1- -^?^r- 


^/35, 


+  etc. 


6ô 

En  faisant  ?/  =  0,  on  aura 


0=(5  4-  *(), — 


rfSj 


-\-i%  —  2 


(fa 


da  da- 


'         '  da       ^  da-  da^ 

~        '"  ■  rfa  "*"      2  ■  rfa2        ■■■—  rfa"- 

Cette  équation  détermine  la  fonction  y. 

En  substituant  au  lieu  de  à„  sa  valeur  —  —  z=  s\,.oi,  on  aura  une  équa- 

ï 
tion  linéaire  en  co. 

Ayant  ainsi  trouvé  toutes  les  inconnues,  on  a 
d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  z. 


Tome  second. 

.9 
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Su?'  la  comparaison  des  fonctions  transcendantes. 


J^oit  y  une  fonction  algébrique  quelconque  déterminée  par  l'équation 

0=«  +  «i-y  +  «2-2/''+  .  . .  +  «.n.^^" (1) 

«,  «j,  «2-  •  •  étant  des  fonctions  entières  de  x. 

Soit  de  même 

0  =  '7  +  9'i-3^  +  9'2-y'  +  ^3-y'  +  ---  +  9-i-3''^' (2) 

^5  ^1,  q^  etc.  étant  des  fonctions  entières  de  x  et  d'un  nombre  quelconque 
d'autres  variables,  savoir  les  coeffîciens  des  diverses  puissances  de  x  dans  les 
fonctions  q,  q^,  q^,  etc.  Soient  a,  «j,  a^,  a^..  .  ces  coeflTiciens.  Cela  posé, 
on  peut  tirer  des  deux  équations  (1)  et  (2)  la  fonction  y  exprimée  rationnelle- 
ment en  X  et  en  a,  a^,  a^  etc.     Soit  r  cette  fonction,  on  aura 

y  =  '>' (5) 

En  substituant  cette  valeur  de  y  dans  l'une  des  équations  (1)  et  (2),  on 

aura  une  équation 

*  =  0 (4) 

s  étant  une  fonction  entière  de  x,  a,  a^,  a^ . . . 

Cette  équation  donne  x  en  fonction  des  quantités  c,  o,,  c,  etc.     En  diffé- 
rentiant  par  rapport  à  ces  quantités  on  aura 

(*).*  + *  =  0, 

la  caractéristicpie  d'  étant  uniquement  relative  aux  quantités  a,  cr,,  a^  etc. 

De  là  on  tire 

,  d's 

et  en  multipliant  par  f{y,x),  où  f  désigne  une  fonction  rationnelle  de  y  et  x, 
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f(y,a:).dx==-^-^.d's (5) 


\dx) 


où  on  a  mis  r  au  lieu  de  y  dans  le  second  membre. 

On  aura  donc,  en  développant  la  différentielle  d's,  une  équation  de  cette 
forme  : 

f{y,  x) .  dx  =  (f{x)  da  +  (f^{x) .  da,  +  cf^{x)  .da^-\- (6) 

(f{x),  (fi{x)  etc.  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x,  a,  a^,  a^  etc. 

Cela  posé,  soient  .Tj,  a-^,  x^...x^  les  racines  de  l'équation  *=0;  on 
aura,  en  substituant  ces  valeurs  au  lieu  de  x  dans  l'équation  (6),  n  équations 
semblables  qui,  ajoutées  ensemble  donneront  celle-ci: 

fiHx ,  xyx^  +  f{y^,xùdx^  +  ---  +  fi>/« »  -^n)  •  dx„ 

((f{x,)  4-  (f{x^)  +  (fix^)  +  .  . .  +  v(^-«))-da 
1+  («ri(-*-i)  +  ?i(-*2)  +  <Pi(^3)  4-  •  •  •  +  <iPi(^"))  •  d^'i 
1+  («^îC-^i)  +  y^G^'a)  +  9^2(^3)  +  •  •  •  +  (p^i^'n))  ■  (fa^ 
^-f-  etc. 
c'est-à-dire 

fO/i  >  ^1) •  dJ^i  +fiyi,  ^2)  •  dx^  +  •  •  • +/'(yn,  x„)dx„=iR.da  +  R^Ja^  +  E^.da^-\-. . . 
où  H,  i?j,  ^2---sont,  comme  il  est  aisé  de  voir,  des  fonctions  rationnelles 
de  tf,  «j ,  «Tj  . . . 

3Iaintenant  le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  différentielle 
complète;  le  second  membre  est  donc  aussi  immédiatement  intégrable.  En  dé- 
signant donc 

/{R.da  +  R^da,  +  R^da^  +  . . .) 
par   ç,  il   est   clair   que    p  est   une  fonction   algébrique    et   logarithmique    de 
a,  «1,  a^.  . . 

On  aura  donc  en  intégrant  et  désignant 

ff{i/,x).dx  par  i/^(.r), 

y,ix,)-\-,p{x^  +  xpix,)^...-\-uix,.)  =  C+Q •  (7) 

Cette  équation  exprime,  comme  on  le  voit,  une  propriété  de  la  fonction 
^p{x)  qui  en  général  est  transcendante. 

Les  quantités  x^,  x^,  x^...x„  étant  des  fonctions  des  variables  indé- 
pendantes a,  a  ,  a^.  .  .,  il  est  clair  qu'on  peut,  en  supposant  que  le  nombre  de 
ces  variables  est  ^1,  regarder  un  nombre /i  des  quantités  x^^,  x^,  ^r^ ...  :r„  com- 
me indéterminées,  et  les  ?i  —  fi    autres  comme  des  fonctions  de  celles-ci.     On 

peut  trouver  ces  fonctions  de  la  manière  suivante. 

9* 
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Soient  .r^,  x^,  x^. ..  a-„  donnés,  et  faisons 

P  =  {X—X^)  {X X^   {X X^...{X  —  Xa), 

on  aura,  en  divisant  l'équation  *  =  0  par  j),  une  équation 

*'  =  0 
dont  les  racines  sont  les  quantités  x„+^ ,  x,,^^  . .  .  x„. 

Dans  cette  équation  les  coefficiens  contiendront  les  quantités  a,  a^,  a„ 
.  .  .«u_i;  il  faut  donc  exprimer  ces  (juantités  au  moyen  des  quantités  .r^,  x^,  .r, 
. . .  x\.  Cela  peut  se  faire  de  la  manière  la  plus  facile  en  mettant  dans  l'équa- 
tion (2)  au  lieu  de  x  successivement  .r^,  .r^,  x^.  .  .  x^-  En  effet,  on  obtiendra 
alors  f,i.  équations  linéaires  en  a,  a^,  tt^...ai,_^  qui  serviront  à  les  déterminer. 
En  substituant  ensuite  ces  valeurs  dans  l'équation  *'=0,  on  aura  une  équation 
du  degré  n  —  //,  dont  tous  les  coefficiens  sont  des  fonctions  des  quantités 
x^,   x^,  x^...Xfi;   par   cette  équation   on    peut  donc   déterminer  les  fonctions 

Il  n'est  pas  difficile  de  se  convaincre  que,  quel  que  soit  le  nombre  //,  on 
peut  toujours  faire  en  sorte  que  7i  —  jli  devienne  indépendant  de  //.  Au  moyen 
de  l'équation  (7)  on  peut  donc  exprimer  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de 
fonctions  de  la  forme  fx  par  un  nombre  déterminé  de  fonctions  de  la  même 
forme,  savoir 

ip{x^)+rp{x^)  H- . .  +  ^i:>^f,)=c+  Q  —  (H^,)  +  ^(^2)  +  ^'(^3)  +  •  •  •  +  ^i->')) 

en  faisant  Xu^k  =  ^k  <?t  ?i  —  fi^v. 

On  peut  déterminer  la  fonction  en  donnant  à  chacune  des  quantités  x^ ,  x„ 
. . .  Xu  une  valeur  particulière.     Alors  la  formule  devient: 

—  Q'—  Hi^J  —  t/'C^J  —  ...  —  ^i:,)  \    .  •  •   (8) 

+  niz\)  +  xpiz'^  +  •  •  4-  ni^\)  ) 

en  désignant  par  z'^  la  valeur  de  z^  lorsqu'on  donne  aux  variables  x^,  x^.-.x^ 
les  valeurs  x'^ ,  x\. . .  x\,. 

Dans  le  cas  où  //  est  plus  grand  que  v  on  peut  trouver  une  formule 
beaucoup  plus  simple.  En  effet  supposons  (ju'on  ait  entre  les  quantités 
x^,  x\. ..  Xft  les  relations  suivantes 

^l^^^^lJ    ^2^=*25    ''s^^^'S      •  -Cy^^^y \") 

on  aura  aussi 
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ou  bien 

vP\) + ni^i)  +  •  •  +  vi-Tu)  =  ?—()'+ ^ix\) + i^'(xg  +  . .  +  v(.r'^) 

Parmi  les  quantités  .r^,  .r2....r„,  ^/, —  v  sont  des  variables  indépendantes, 
les  autres  sont  des  fonctions  de  celles-ci,  déterminées  par  les  équations  (9). 
On  peut  donc  faire 

V(-i'.'+,)  =  0,  H-^-'r+ù  =  0  . . .  v(.r'^)  =  0, (10) 

et  alors  ou  aura 

v(^,)+  'f'K)  +  •  •  •  +  V  (.t>)  =p—  p'+ '/■(.i-'i)+  H^\)  +  •  •  •  +  v(-ï-v)  .  (11) 

Les  quautités  x^,  x\^,  .r,. . .  a.-„  sont  liées  entre  elles  par  les  étpiations  (9), 
mais  comme  ces  équations  contiennent  //  -j-  j>  indéterminées,  savoir 

il  est  clair  qu'on  peut  regarder  les  /<  quautités  x^,  x^,  Xy...Xu  comme  varia- 
bles. Les  quantités  x'^,  x\,  x'^ . .  .x'y  se  déterminent  par  les  équations  (10). 
Pour  cela  soit 

-4=  (fki^i  J   X^,    X^...  Xa), 

on  aura  les  équations 

<^i  =  <Pii^\y  -^'a  •  •  •  •^'")j  ^2  =  <?2(^'i'  ^'2  •  •  •<")  •  •  •  e.'=(pA^\,  x'^...  x'f,) 
fj  =  (p^{x^ ,    x^...  X,,),    r,^  =  (f.{x^ ,    x^...  X,)  ...Cy  =  (py{x^ ,    x^...x^) 
Or  les  équations  (10)  donnent 

X y^,  =  Pli  -^  v+s  ^^^  p 2  ■  ■  ■  ■** ,"  ^^^^  r/^-y ' 
en  substituant  donc  ces  valeurs,  on  aura  les  v  équations  suivantes: 
<Pi(^x ,  X,  . . .  x„)  =  (p^{x\  ,  x\...  X',,  fi^,  §^...  ^„_^)^ 
cfSx^ ,  x^...x^)  =  (p^{x\  ,  x'^...  X',,  ,:?j ,/?,.. .  fif,_M 

(f,{x^,    X^...Xf.)  =  cp^{x\,    X'^...X',,,    t\,    li.^...fi,u-r)\     •    •    •     (12) 
(f^X^  ,   X^...Xf,)  =  (pAx\ ,    X\^  .  .  .  X',,,    ^j  ,    f}^...  (i„_;)i 

qui  donnent  les  valeurs  des  quantités  x' ^,  x\,  x\  . . .  x'y. 

Ces  équations  sont  très  compliquées;  il  est  plus  simple  d'employer  la 
méthode  suivante. 


En  supposant  dans  l'équation Çl)n-=[i-\-v  et  ar„^i==  r^ ,  x^ 


+2- 


■c^...x„ 


cette  équation  deviendra 

V'(-^i)  +  ^(-^2)  +  •  •  •  +  ^'(^.")  =  C-\-ç, 
où  les  quantités  x^,  x^. . .  a^^  sont  liées  entre  elles  par  les  équations  suivantes; 

e(.r J  =  0,  6(.r,)  =  0,   ^{x^)  =  0...  6(.r„)  =  0 (13) 

e(O  =  0,  0(r.J  =  O,   9(^3)  =0... 9(0)  =0 (14) 
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Cela   posé,    si    l'on    fait  x^  =  x\,  x^  =  x'^  . . .  Xr  =  x'y  et  3^^+,=^^, 

.r',.+,=/?2  •  •  •  ^'/^=i'^f<-yi  on  aura 

C  =  -ç<  +  ^ix\)  +  xpix'^)  +  . .  .  +  ^{x\,) 
et     ^{x^) 4-  ^(x^)  +  .  . .  +  xliXu)  =  p  —  f '+  V^{x\)  +  if'(:r' J  +  . . .  +  i/;(xV), 
où  .r'j,  ^î^'j  . . .  :rV  sont  déterminés  par  les  équations: 

^x\)  =  0,  e(:rg=0,  ^{x',)  =  0...^{x\.)  =  0 (15) 

0G5J  =0,  9(pg  =  o,  o(/?3)=o...e(/Vr)=o (16) 

Hc^)=0,  6(rJ  =  0,  0(r3)=O...9(f.)=:O (17) 

Désignons  maintenant  la  fonction  *  par  9j(ar),  il  est  clair  qu'on  aura  aussi 

0^(07',)  =  0,  e^(/îi.)  =  0,  6,(c,)  =  0, 

pourvu  que  a,  a^,  a^. . .  «„_,  soient  déterminés  par  les  équations  (16)  et  (17). 
On  aura  donc 

X  (x—  /?J(.r—  ^^){x—  /?,)  .  . .  (.r  — /?„.,) 
X  {X—  c^){x—  c^){x~  c^)  ...  (x  — o) 

En  divisant  l'équation  6^(a^)  =  0  par  le  produit 

(•^  — A\)(-i-  — /?2) .  . .  (^  -  /9^-,.)  (^—  <^i)(^  — '^,)  • .  •  (^—  O), 
on  aura  une  équation  du  degré  v  dont  les  différentes  racines  sont  les  quantités 

1  '   •*■  a  •  •  •  **-  y 

Dans  ce  qui  précède  il  faut  remarquer  que  si  plusieurs  des  quantités 
/9j,  ft^  etc.  sont  égales,  p.  ex.  si 

ft,=(i^  =  ...  =  Pk, 
on  aura,  au  lieu  des  équations 

e,(,-7j  =  0,  e,(,g  =  0, . . .  e^G:?,)  =  o, 

celles-ci 

La  même  cliose  a  lieu,  si  quelques-unes  des  quantités  x^,  ^^  •  •  •  ^u  sont 
égales  entre  elles. 

Ayant  ainsi  déterminé  les  quantités  x'^,  x\,  x\...x\  en  fonctions  de 
'"ij  Cjj,  ^3  . . .  c^,  il  est  clair  qu'on  peut  regarder  ces  quantités  comme  des  va- 
rial)les  et  déterminées  par  les  équations  (15)  et  (14).  Les  (piantités  .r^,  .r^...:r„ 
deviennent  alors  indépendantes  et  x\,  x\^...x\,  des  fonctions  de  ces  variables. 
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Application    de    la   théorie  précédente. 
Je  vais  maiutenant  éelaircir  la  théorie  précédente  par  plusieurs  exemples. 
Soit     0  =  «  -|-  «  ^y. 
Daus  ce  cas  on  a  m=l  et  par  conséquent  l'équation  (2)  devient 

0  =  q  =  a-\-a^x-{-  a.^x''  +  . . .  +  o„-i.r"-»  -\-x^  =  s,   .  .  .  .  (18) 
d'où  l'on  tire  en  difl'érentiant 

ydx  = -^7^ • 

En  désignant  Aoacfydx  par  \p{x),  l'équation  (7)  devient 

Hi-^^)  +  v(-t-,)  4-  v(.r3)  + . •  •  4-  ni^-n)  =  p. 


(19) 


\ 


où  —  do  = 


+ 


rf« 


j  /        \ds^J         \ds^J 
+ 


.da 


^■iVi 


ds^  \        /  ds^  \ 
dx^  /        V  t/jjj  / 


+ 


x.y.. 


\dx. 


■  da^    \.  .  (20) 


^""Vi 


+  {{ds. 


^■{'''^y-î 


dsj\        /  ds^  Y 


\dx7)) 


Comme  le  nombre  des  quantités  x^,  x^,  x^ . . .  x„  et  celui  de  celles-ci 
a,  a  ,  a,  . . .  «„_i  est  le  même,  toutes  les  quantités  x^,  x^. . .  x„  sont  des  va- 
riables indépendantes. 

De  l'équation  que  nous  venons  de  trouver,  on  peut  déduire  deux  formules, 
qui  seront  d'une  grande  utilité  dans  ces  recherches. 

Soit  d'abord  y  =  x^,  on  aura 

La  formule  (20)  deviendra  donc 
JL{x;^'-\-x^-+'+...+x„^')=—fiI\Ja+P,.^^Ja^+P^Ja^+...  +  Pr^^^^^^ 
en  faisant  pour  abréger 


+ 


X., 


■  +  •••  + 


X,' 


(22) 


\  dx^  /  V  dx^  /  \  dx^  J  \dxn   ' 

Maintenant  le  premier  membre  de  l'équation  (21)  peut  s'exprimer  par  une 
fonction  rationnelle  et  entière  des  quantités   a,  a^,  «.,...  ff,._i.      En  désignant 

donc  cette  fonction  par — -  Q„^i,  il  est  clair  qu'on  aura 
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p    ^^ 1    ('iQ.,+,\ 

"^  m  +  l  V    duk    )' 

En  faisant  »î==0  on  aura  A=— ("^^V 

Or  Q^  =  .r^  -\-  x,^  +  .Tj  +  .  .  .  +  .r„  =  —  fl,._i 

La  fonction  Q^  ne  contient  donc  que  la  variable  «„_i.     On  aura  par  con- 
séquent Po=0,  P,=0,  P^  =  O...P.^^  =  0,  Pn-l  =  l. 

Soit  maintenant     î/^  -^ ^-î  on  aura 

^        (x— a)™ 

fydxz= —  . . — j  =  nix); 

donc  1        /        1  ,  1  1  ,  1         \ 

=f{Pj'\da  +  Pj'\da^+Pj^\da^  +  ■  •  •  +  PJ^-'^da^-,), 
en  faisant  pour  abréger 

^".'''  = ^^^-^77-+ ^^-X-  +  ---  + 


Si  l'on  fait 
ou  aura 

"  în — 1       \    dai,    / 

Si  ?«=1,  cette  équation  devient  illusoire;  or  dans  ce  cas  on  a 

fydxz=z\o^{x—a), 
donc  si  l'on  fait 

t—{x^  — «)K  — «)  .  .  .  {x^—u)  =  {—  !)»(«  + a^«  +  «^a'»-f  . .  .  «„_i««-i-f  ««), 
on  aura 

P  w=_  (jL)  .  L.= ^ . 

Dans  l'équation  (20)  la  fonction  q  est  en  général  une  fonction  logarith- 
mique et  algébrique,  mais  on  peut  toujours  établir  de  telles  relations  entre  les 
quantités  x^,  x^  etc.  que  cette  quantité  devienne  égale  à  zéro. 

En  effet  soit 
Q=.à-{-d^x-\-d^x''  -f  .  .  .  +  u^{a-\-a^x-\-a^aP'  +  .  .  .  «u_ia;."-'4-.r.")=*; 
on  aura  en  différentiant 

0  =  (-^)  dx  +  « j  {da 4- .r . </« j 4- .r' .da^-\- . . . x."-\ da^_,), 


donc 
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ydx  = 


et     If (.rj  -f-  i/(ar.,)  +  .  •  .  +  V  (•»•..)  =  ç, 
ç  étant  en  général  une  fonction  entière  qui  s'évanouit  lorsque  le  degré  de  a  est 
moindre  que  celui  de  «j.     Dans  ce  cas  on  a  donc 

%i.v^)-\-xli.r^)...  +  -^ix..)=C. (23) 

Les  quantités  .r^,  .r^,  .r^ .  . .  x„  sont  liées  entre  elles  par  les  équations 

«+«r^+«..-^^  +  •  •  •  +  a,-r^^r'+'\''  =  ^ 


où  l'on  a  fait  pour  abréger 

«^  =  (f (.r)  et  —  {,)■  +  (^'..r  +  (î^-t*  +  •  •  •  +  «^,.-1^"-')  =  M- 
En  faisant  dans  l'équation  (25)  x^=x\,  x^  =  x\  etc.  on  aura 

Uix^)  H-  a^<.r J  +  .  .  .  +  V(-^-»)  =  V(^'i)  +  V'C'^',)  +  •  •  •  +  ?(•*•'")• 
Dtus  cette  équation  on  peut  regarder  â,  d\  etc.  comme  des  variables;  par 
conséquent  on  peut  regarder  .r^,  .r„,  x^  . . .  comme  des  variables  indépendantes, 

et  faire  en  sorte  que  ^ix'„)  =  0,  ilix'„_i)  =  0 V'(-*'V'+i)  =  ^• 

On  aura  donc  la  formule 

^■{xj  +  ,j  (.r J  +....+  .;■(./■„)  =  ni.v\}  +  uix;)  +  ....+  V'K<)  •  (2^)- 
Soit  par  exemple  «=1,  «j=:.r,  on  aura  y  (.r)  =r /- "*- =  log  a:. 

0  =  d  +  «.i-  +  ^/j.i-"'  +  •  •  •  +  ««-i-»--''  +  •*-••"+' 

donc  si  l'on  fait  x'^  =  x'^  ^  .  .  .  =  .r'^,+i  r=  1,  on  aura 

par  conséquent 

'og  (^J  +  log(.rJ  +  .  .  .  +  log  (xu+t)  =  log  (.ij  ..i-^..r3  . . .  .i>+i), 
comme  on  sait. 

Soit  maintenant  fj  =  1,  «^  ^  1  -|-  x-,  on  aura 

ii{x)  =  arc.  tang  (x), 

Tome  second.  \Q 
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0=J+c5>-3  +  (l  +  ..%).(«  +  .r3), 
arc.  tg.  (.r  J  +  arc.  tg.  (x,^)  +  arc.  tg.  (.r,)  =  C; 

donc  :f^-j..r^_j_^r^_^^.;P^.^^  =  (y    . 

^1^.^ +^1^3  + -i^a^s— 1  =  ^1  ) 

Soit,  pour  déterminer  C,  x^z=x'^,x^  =  —  x\^,x^:=x\,  on  aura 

C'=arc  tg-.(^'J,  x'^  +  x'^{x'J'=ô,  l-\-{x'J^=-â^. 

Des  deux  dernières  équations  on  tire,  en  éliminant  x\ , 


(25) 


^ ^  1' 


or  les  équations  (25.)  donnent 


^ 


donc  en  substituant  on  aura 


arc.  tg. 


(a;J  +  arc.  tg.  (orj  +  arc.  tg.  (xj  =  arc.  tg.  rjh±f^±fA^ÎAf^^)  . 


Pour  trouver  la  valeur  de  dç,    il  faut,   selon  ce  qu'on  a    vu,    exprimer  eu 
fonctions  de  a,  a^  a_^  .  . .  des  fonctions  symétriques  de  x^ ,  .i.,  .  .  .  x„  de  la  forme 

Jl-bL  _|_  /(f^L  _|_ ...  _|_  /(•*■») 


mais  comme  cela  est  en  général  très  laborieux  par  les  niétbodes  ordinaires,  je 
vais  développer  quelques  fornuiles  qui  sont  d'une  grande  utilité  dans  ces  re- 
cbercbes,  et  qu'on  peut  déduire  de  la  théorie  précédente. 

Soit  dans  ce  qui  précède  i/  une  fonction  rationnelle  f\x),  on  aura  ?n  =  1, 
et  par  conséquent 

0  =  «7  =  rt  +  '',-ï'+«.y^'*+  •  •  •  -{-ff„x''  =  s  =  (p{x), 
d'où  l'on  tirera  eu  dilTérentiant 

fX .  (Ix  ■= 1 i ^ .  fx 

ep'x 

donc  l'équation  (20)  deviendra 

ffx^  .  dx^  +Jfx.^ .  r/x.^  -\-ffx, .  ,fx,  -}-...  +//>„ .  dx,.  =  ? 


7ô 

+ 

Cela  posé,  soit 

Jfx.dx  =z-\^x  -\-  2 A.  log  {x — S), 
on  aura 

Q  —  •f'C-^'i)  +  V'(^a)  +  ■  •  •  +  i^'(*-») 
+  2>llog(.rj  — (5)(A-,  — ())(.r,— <))  .  . .  (.r„— ()). 

La  quantité  i/;(a:J-j-^(*^2)  "H  •  •  •  4"  ^C^»)  ^^*  "°^  fonction  symétrique  de 
.Tp  .r.^,  x^...Xn\  on  peut  donc  exprimer  cette  fonction  par  une  fonction  ra- 
tionnelle de  «,  «j,  «2  .  . .  «„.    Soit  ;j  cette  fonction.    La  quantité  {x^ — d)(.i-., — à) 

. . .  {x„  —  ())  est  la  même  chose  que  ( — 1)".  -^^  ;  on  aura  donc 

Ç=P  -\r  ■^'^(•ogy(<5)  —  log«„). 


d'où  Ton  tire 

dp  dp 


da„         da„  Lç5      sda.,/         «,      V  da^  / 

on  aura  aussi 

donc  ^„=  fi!>^+  'Jld^  +  .  .  .  +  J^:i!^^ 


_  ^P 


f/a,x  L  ç5 

or      — ?—  =  6™,  donc 
ria. 

Le  signe  -}-  ^  Jieu,  si  /h  =  v,  et  le  signe  — ,  si  m  <  n. 
Si  l'on  fait  m  •==.  0,  on  aura 

/Ti         I        Aï      _i_  _1_      A"     ^P  V    ^ 

o  0*1  ç  Xj  G  a'„  na  çô 

10 
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De  l'équation  (26)  o^i  tire  aisément  follc-ei 

Où  F(^)  =  l?  +  /?,.r4-i?,.r^+--    +<?n^'"- 

En  faisant  f.v=l,  on  aura  t;vr=.r,  donc 

;>=A-j+.r^  +  a.-3+  . .  .  +.r,.=— -^  ,  J=0; 

donc 

i?(Xi)     ,     J'(X,)      Il      ^(x-)  ^   ^--   _    P-«-    . 
<p'Xi  9'.r2    "'"■■■'"     <p'j„  fl„  (a„)2 

11  suit  de  là  que 


.      .      +..   +-^=.0, (28) 


si  ?w  est  moindi'e  que  n  —  1  ; 
que 


j,"-!    I    -i-^""^  -i_  _  .  _{-  ■^'""^  -—  ^_     (29) 


ç'^i        '        9'X2  9  X,.  B« 

et  que  — i r h  •  •  •  H ^ —  =  —7—^ (^") 

Si  l'on  fait  fx= j- ,  on  aura  p  =zO,  A  =  i,  donc 

X — 5 

F{s,)         ,  7<-(x,)  ,      _      ,  J-(.rO        _P.._i^5,    .    .    (51) 

(xj  —  6)9'Xj        (xj — 8)9'X2     "^  ■  ■  ■  ^^    (j;,  —  8)9'x.  «,  9Ô 


De  cette  équation  on  déduira  en  différentiant  m  fois  de  suite  par  rapport  à  â: 

d"'[ 5 

F{s,)  ,  -F(x,)  ,  .,_  F(^.) 1_    _i^    (52) 


(Xj— ô)'"+i.9'x,~'    (X2— 8)'"+'.9'X2  ~'~  ■  ■  ■    '    (x„— 8)'"+'.9'x,  r(m+l)  '      {dlY 

ou  bien  en  développant  le  second  membre  de  cette  équation 


Fjx^)  ,  F{s^)  .  ,  F(s.^  __ 

(xj— Ô)"'+'.9Xi    "'     (Xj  — 8)'"+».9'Xa    "T"  ■  ■  •  "I"    (x,_S)m+i.ç/x„ 

ffaTT)  W     PJi    „,  ^9S^     ^4.         ,    >»(m-l).. ■(»  +  !)     i/^._J^. 

^        '\    {dhY  '  (rfô)™-!    ■    dh  "^••■"f~  l.2.3...(m— «)   ■    (dhy       (db)""" 

Par  exemple,  si  wt  =^  1,  on  aura 

/i'(xO  .  Fjx.,)  .  I  J'(x,.)  ^.__  F'h     ,     Fh.<f'h 

(x,— 5)2.9'xi   '"  (xj— 5)2.9'x.^  T  •  •  •  -r  (^__g)2_ç.j.^  ^5   ~     (çS)a 


••«■• 


XII. 

Sur  les  fondions  gcnératrires   et  leurs  dèlcr minantes. 

l3oit  (f{x,  y,  r . . .)  une  fonction  quelconque  de  plusieurs  variables  x,y,z..., 
on  peut  toujours  trouver  une  fonction  f{ii,  r,  p  .  ■  ■)  telle  que 

(p{x,i/,  z  . .  .)  =fe^"+^'+--''+-.fiff,  v,p...).fh(dvJp (1) 

Dans  cette    équation  j'appellerai  (p  la  fonction  génératrice   de  /"  et  /"  la 
déterminante  de  <f,  et  je  ferai  usage  des  significations  suivantes: 

(f{x,  y,  z..  .)z=ifgf{u,  v,p...)\ ^2) 

Cela  poséj  considérons  d'abord  les  fonctions  d'une  seule  variable,  et  soit 

(fx=fe".fo.dv (3) 

on  aura  (fx-=fg.fv\ 

fv  =  Difx  ) 
Soit  de  même  if^x  =^J^^'.f^v.dv, 

on  aura  (fx  -\-  (f^x  =Je"(fv-\-fiV)dv, 

donc  D{cfx  -\- (fyv)^  fv  -j-  fiV; 

or  fv  =  D(fx,  f^v  ■=  Dff^x, 

donc  D{(fX-\-(fix)-=D(fx-{-D(fiX. 

On  aura  en  général: 
D[(px  +  <f  ^.r  4-  (f^x  +  ^3^-  +  ...)  =  Dcfx  -f  Dff^x  +  D(f>^x  +  D(f^x-]^...  Ci) 
donc  aussi 

fff(f^^  +  f,v  +  f,v+...)  =  ffffv-\-ffff^r  +  fgf,v-\- (6) 

D{a(fx)  =  aD(fx\  _. 

fg{afv)  =  affffv] 


En  mettant  .r-|-«  au  lieu  de  x,  on  aura 

(f  {x  4-  u)  =fe^.  e"  ".  fvdr 
donc  Dif  {x  -f-  ce)  =  e-'".  Dcfx 


JJ(f  [X  -\-  a)  =  e'".  lJq:x  \ 

fff(e"^Difx)  =  ^{x-\-cc)  =fff{e"rr)  ] 


(8) 
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En  (lifférentiant  l'équation  (5)  on  aura: 

ds 


V        ^9:L—_Je--.vfvdv 


d''(fixi ^      •' 


donc  Z>{ -^  )  =  v'/V?  =  vDifx 

^  ^^  ^  \ (9) 

/5'(''A')=/;v("^'?-^)=¥j 

De  la  même  manière  on  aura  en  différentiant  l'équation  (5)  ii  fois  de  suite 

^-^  =  fe^\v\fvdv 

donc:  D  {^)=v-.fv=v-.  Dcp:v  j 

mv"M=fffiv'^Dcfx)='^^ 

De  même: 

D.{f"(fX(lx")  =  v-'^.fv=?r''.D.(fX  \ 
fg{r-"fr)  =  fff{v-''D(px)  =f''(fXiLv"  ] 
En   prenant  la  différence  finie  de  l'équation  (5)  n  fois  de  suite,  on  aura: 
J\ffx  =fe''%e''"—  if.fvdv, 
en  désignant  par  «  la  différence  de  x; 
donc  :  D .  Jj^^fx  =  (e""—  \Y .fv\ 

D.2\ri(fx)  =  ie""—1)-".M 

fff  {{("'"—  1  )~"-A0  =  ■^«"'?^; 
On  trouvera  entièrement  de  la  même  manière  : 

D .  (.•/„»  ^«."'  J,,."".  ■  ■  rf"g;(-ï+/?))  =  e^^-  ir{e'-"—  1  )"  {(""'— 1  )"'  (C^- '—  l)"'-  •  •  A'-  )     , ,  - . 
fy(v''{e^"—l)"{e-"'—'[)"{e""—iy''...e'?)  =  J,r  ^a^'  Ac^' —  fl"'(f:(x+ [I)  \  ' 
Soit  en  général 

on  aura 

Ô{(fx)  =/"'•'■.  fiiA„^c.  ■  ?'"<■""  +  ^>.',«'  •  *'"■  ■<""'■'+■■  ■)dp, 
donc  D{ô(fx)  =  fv .  {A„^„ .  Ve^"  +  A„.,,, .  v»' .  e""'  +...)• 

Soit  J„,„.ï;"e"«  + J„,«..?;"'.e''«'+...  =  i/(r)-  •  • (1^'») 

on  aura  D{d(px)  =  rp(v).fv  =  ^{v).D(fx (I(>) 

Soit  de  même  D{ô\(fx)  =  xp^{i^) . D(px\ 

D{f1^'l.x)='ii'^{r).D(fx[ ^j.^ 
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on  trouvera  aiséiiicnt  : 

et  en  général 

I){â(\,\  .  .  .  ,l^(fx)  =  ^i^^).  rp^{r).^'^{r)  .  .  .  xpf.{r>).fv 
donc  aussi  D{ù"(f.r)  =  {iir)".D(f.v 

D{,)"ô\"^â^''2 . . .  d^"."g.r)=(u./')".(v,  r)".  .(,;,j/;)"=. . .  (v,,  <')>./>(;. r| 
ffj{{v:i-T- i^if'T'  •  •  •  ( V)"-" •  ^'f^)  =  '^"^i"'  •  •  •  ^f"f(fx 


(18) 


Application  de  la  théorie  précédente. 

La  théorie  précédente  des  fonctions  génératrices  est  très  féconde  pour  le 
développement  des  fonctions  en  séries. 

Supposons  par  exemple  qu'on  veut  développer  f/(.r-f-«)  suivant  les  coefR- 
ciens  différentiels  de  cfx.  , 

La  déterminante  de  q(x-\-a)  est=e""./V',  et  celle  de  —^  =  i)^.fv.     Il 

s'agit  donc  seulement  de  développer  e""  en  termes  de  la  forme  A^.o";  or  on  a 

'  '1.2        ^1.2.3  '  '1.2.3...?/         ' 

donc 

e^':  .fr=  fr  +  . .  rfv  +  ^  .  r^r  +  ^^ .  r^'r  +... 

En  prenant  la  fonction  génératrice  de  chaque  niemlire  de  cette  équation,  on 
aura,  en  remarquant  que 

fff{e^".fv)  =  if{x  +  ,0  et  fy{v"fr)  =  ^. , 

r^(.f+«)  =  ,f.v  +  « .  -^  +  i^ .  -^'V:  +  .  .  . 

comme  on  sait. 

Supposons   en   général  qu'on  ait  une  relation  quelconque  entre  plusieurs 
fonctions  de  la  forme:  {\pv).{\p^v) .  .  etc.  composée  de  termes  de  la  forme 

^..,»„.., „•  (rpvf-iH'^,)'"---  ('^•'V')"" 

et  désignons  cette  relation  par 

^A„^n  „„,_... y.  (ipvriipv^)"' ...  {nv„)y  =  o (19) 

En  multipliant  par  fv  et  prenant  la  fonction  génératrice,  on  aura 

-^4„,„,,„^ ^^.fff(fv.{nvr.(xpvX'  .    ■  (uv'„)""  =  0; 


c'est-à-dire  ^A„^„^^„^ . . .  „^^.ô"â^"'d^"' . . .  df,''f^{(fx\  =  0 (20 

Cette  é(juation  exprimera  une  relation  générale  entre  les  différentes  opé- 
rations indiquées  par  les  lettres  ô,  â^,  ^^, . . . 

Problème  1.     Soit   d(px=:  q[x-\-a)-\-a(px,  et   proposons  nous  de    déve- 
lopper d"cpx  en  termes  de  la  forme  A^.(p{x-\-jnu). 

La   déterminante   de  (f{.T-\-u)    étant  e""  .fv  et   celle    de   (px,   fv,    il    est 
clair  que 

Dôcfx  =  {e""  +  a)fv, 

donc  Dd''cpx={e'"' -^-ay.fv; 

ayant  de  même  D(f{x-^?na)=  e"'^".fv,  il  faut  développer    («""-(-«)"   suivant 

les  puissances  de  e""; 

or  on  a 

(«  +  <-"«)»  =  «"-{-  w«»-*.  e""  -f-  ^1^:11  «"-s.  e^»"  +  . . . 

donc      d''ç>.r  =  «".  ç  .r  -}-  ?/ .  a^-K  y (ar  +  «)  -f  "^""^^  o'-^.  (f(x-^  2cc)  -\- . . . 

on  a  aussi 

(«  _|_  e-K)"  =  e'""'  -|-  wa .  e("-'>«  -\-  "^"'^^  a\  e^''-'^>""  -\-... 

donc 

dyx  =  (p{x-\-na)-\-7m(f(x-{-in—  1)«)  +  ^^^pl  tt'.(p(x-{-{n  —  2)u)  -f  . .  . 

En  faisant  o= —  1,  on  a  à"q)x  =  JiPffX, 
donc 

J,c'^(fx:=(f{x-^n«)  —  n(f(^x-\-{n  — 1)«)  +      L       •9(-'^+('*  —  2)«)  —  ... 

Problème  IL     Soit  J(f ar  =  ^(.r-(- fO~l~ '^?**'5   (5'i^.r  =  ^{^-\- «i)  +  «i^^  et 
proposons  nous  d'exprimer  l'opération  (5"^  par  (î". 

On  a     Dd"'q.i-  =  {e""-\-ay\fp,  Dd''^(px  =  {e'"'i-\-a^y .fv. 

Il  faut  donc  exprimer  (e""  > -{- a ^)"  en  termes  de  la  forme  A„,{e""  -\-a)'^. 

Soit     e'"''  -}-  «j  =^,  e""  -[-«  =  ;,  on  aura 

1  1 

e''  =  i]/  —  »^)  '  —{z  —  a)     ; 

lu 
donc  //  =  r/j  +  (:  —  «)  " 

donc  ô"^(fx  =  2\A,„.d'"(fx. 


SI 

Soit  par  exemple  «ji=«,  on  a 

y"  =  («1  —  «  +  -)"  =  («1  —  «)"  +  »(«!  —  «)""*•  2  +  .  .  .  =  C"  4-  W(«,  —  C)2~-1  +  . . . 

donc 

En  faisant  «^  =  0,  on  aura  ô''i'f-v  ^=:  q:{x-\-?ia),  donc 

ç(.r-)-w«)  =  lY'ff.v — )Ht.d''~^(fX  -f-  —^ — -  a^d'^-^cfx  —  ... 
si  a=  —  1,  on  aura 

q){x-\-na)  =  Ja''(px-\-nJ^^(px  -j-  "^""  A  J„'^-\x  +  •  •  • 

Problème  III.     Soit  ^gia;  =  ç!(:r-|-  «)  —  oç^j;  et  <5^.qpA-  =  mar  -1-  A"  — ?^ 

dx 

et  proposons  nous  de  déterminer  <?/'  par  J. 

On  a  Dâ^cfx  ={c-\-kv)  .fv, 

donc  DS"^(fx=(c-\-kvY.fv\ 

or  Z>(yç)a;  =  e"''  —  a  ; 

il  faut  donc  développer  (c-\-kvY.fv  suivant  les  puissances  de  e""  —  a. 

Soit  c-\-kv  =  y,  é""  —  «=c,  on  aura 

i7  =  -— log(î  +  «),  y=ic-\-—-\(i^{z-\-a). 

OL  OC 

donc  è'^^(fx  =  SA^à^ffX. 

Soit  c=0,  «=1,  Ar^l,  on  aura  (î,"(r-*^= — —'•, 

dx" 

en  faisant  n  =  l,  on  aura 

Problème  IV.      Développer  la  fonction  ç(.r4-«)    en  termes  de  la  forme 


Tome  second.  jj 
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On  a  D^{x -f  «)  =  e-'-.fv  et  D .  i!?(^±^)_  ^  ^n^.  ,.«  f 

Il  s'agit  donc  de  développer  <?'"  suivant  les  puissances  de  v.e^\     Or  on  a 
(Legendre  Ex.  de  cale.  int.  T.  2.  p.  254): 

Soit  6  =  e«,  r  =  e^,  on  aura  lb=a,  lc=^,  donc 

^-=:l+«.^^/^-|-«(«-2p')^^  +  «(«_3^f.4:^+etc. 
donc 
q,(;t+  «)  ==  ,^^-  +  « .  iM^±ê).  +  «(«-2^)  .  '^(■x-+2?)    ,    a(a-3tJ)2    rf3(p(x+3g)    , 


a(a— ?;g)"-i       rf''ç(a:+«|3) 


■■■"'"    1.2.3...«"'        ^^  T--- 

En  posant  .r=0,  et  écrivant  ensuite  x  au  lieu  de  «,  on  aura: 

^x  =  <fiO)  +  x.cp'ip)  +  "("-^^>  .  y''(2^')  +  -^"fl^'  •  ^f '"(3/^)  +  . . . 

Soit  (fx  =  x'',  on  a  (/ (.r-j- ?<,'?)  =  (.r-j-jî^î)*", 

donc  ,jp(''^(ar-j_7î^5)  =  ,„(,«_  l)(/«_2)  .  .  .  (m  — ??+  l)(.r+«^^)'»-'', 

et  par  suite  : 

ix-\~a)-=x-^  +~a. (.r  + ,?)"-»  +  -'^!^^  «(«  —  2.6^)  (or  +  2/5)"'-^  +  .  . . 
.  ,  .  _^  >nOg-ï)(..-2)  .  ■  .  (....1)      „(,_„,y-. .(,+,,,)...-«  +  .  .  . 

Soit  ç;i- =::  log  .r,  on  aura  (/Gr+??/5)  =  1og  (.r  +  ?2,^); 

donc  ^(")(:.+,.^).=  +  '•y^.g)!""'^^ 

donc 

"      ~  x+^      '^^   x+2?,        .r+2^    ^^    x+3^      \  s+S^  J      ' 
Soit  .r=  1,  on  aura 

log(l+«)=:__*_^-i_  1        «         2^-a     1    ^        «        /3g-ay, 

'  1  +  P    ^^'1+2^       1+2^    ~3"l+3^      Vl+3i5/~"" 

"^    ^    ^  1  +  ^    ^^     l+2gV'         1+2^/^31+3?    V^         1+3?/^     •• 

Soit  a=z2jj,  on  aura 

l0g(3)=l  +  |(^)3+|.^.(|)3+|4.(3)4+2.|.(4).+  ...  +  A.^_l.^.(|^^^^ 
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Prohlème  V.     l)évelopj)er  J,P(fX  suivant  les  puissances  de  n. 
Ou  a  DJ^ffx  =  (e"«  —  1  )"  .fv  ; 

donc  DJ,P(fx=zfv (l  +n log  (r"^'—  1)  +  -^  (log(«"'"—  1))*  +  . .  ), 

d'où  l'on  tire  en  prenant  la  fonction  génératrice 

J,r^x=^fx-{.nfg{\o^{e^"-i).fv)  +  H1-' ffj[{\o^{e^" -  1))Y?;]  -f  . . . 

Soit  //7(lo§(e"^  —  Vj.fv)  =  âqx, 

on  aura 

/V/((iog(^-— l))^/•^)  =  '^V^•; 

donc  ^„"f;'.^•  =  ç:.^•-|-  ^/rf^o.-  -|-  -7^  •  d'^^fx  -{-  ,7—5- .  ô^ffx  +  •  .  . 

Pour  déterminer  âq.x  il  faut  développer  la  quantité  log  (e"" — 1). 

On  a    log(<'"''—  l)=z\og(e''''{l—e-'"'))=vu  —  e-""' — ^e-"^" — 1^-'""— ... 
donc 

d(fx^=a  .  ^-^  —  (f{x  —  a) — ^(f(x- — ■2(c)  —  ^q(x — 3a) — ^(f{x  —  4a)  —  ... 

En  différentiant  cette  expression  par  rapport  à  a,  on  aura: 
d{ôcpx)  =  r/«  (^  +  <f'{x  —  a)  +  (f'ix-2a)  +  cf'{x-r-3a)  +  .  . .) 
Soit 

(fx  -\-  (f{x — a)  -\-  (f{x — 2a)  -}-•••  =  à^rpx. 


on  aura 


donc 


donc 


Di^x  +  D(f{x  —  <')  +  D(f{x  —  2c()  +  . . .  =  Dâicpx; 

e    — 1 


donc  d^q)X  =  (fX  -\-  //u~^(fx; 

donc  à^ip'x  z=z  (f'x  -\-  Ja~^(f'x-, 

donc  '^^^  =  o;'a:  +  ^,.n.'x, 

et 


(5(/'.f  =  «  .  ç  '.f  -\-fdu^,iif.  'x 
i(fx  pai 
vant  les  puissances  de  v.     On  aura: 

"  ~~2~    '     "273"  "f"  •  •  ■ 

11 


Si  Ton  veut  exprimer  âr^x  par  — ^— ,  il  faut   développer  log  («""■ — 1)  sui- 


«"-!  =  -+ ^+^-  + 
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en  posant  donc 

fit* 
log  (a .?;  -f-  -—.?)''  -|-  ...)  =  log  'V  -f-  log  u-\-  u.  AjV  -\-  ic^A^v^  +  •  •  • 

m 

on  aura: 

ô(fx=z  fg  (log  ï' .fv)-\-\o^a .(px-\- u .A^ff'x -\-u'^ .  A^r^''x -[- 11^ .  A^(lj"'x  +  . .  . 

Problème  VI.     Développer  -~^  suivant  les  puissances  de  w. 

On  a       dÇ^"^  =  v\fv  =  fv(l  +  n  log  ^'  +  Ç-  (log  vf-\-...); 

donc  -^  z=(fX-\-n.  âcpx  -j-  ^  ()*(pa:  +  ■^—  tJ'ya-  +  . . ., 

où  D{âcpx)  ■=logv.fv, 

orlog.=-Ios(l+l)+log(l  +  .0  =  ^^-4-l(^--^)+K"'-')  +  - 

donc 

iq'x  —  ^cp"x  -\- ^(p"'x  —  ... 

—Jlpxdx  -\-  ^J'^qixdx'^  —  ^f^(fxdx^  +  •  •  • 
On  peut  exprimer  d(fx  de  plusieurs  autres  manières.     Soit  par  exemple 

on  aura  d(fx  =  d\(fx  —  ^^i^(p^  +  ^r^i^Ç^  —  •  •  • 

où  di(px  =  (f'x  —  (fx. 

Problème  VII.     Développer     "^^^      suivant  les  puissances  de  n. 

On  a       '^?^>  =  ei^fx  +  mfx  +  "i^  c^-'x  +  ...)  =  .^  r^>x ; 

Dii-'x  =  (l  +  Hv  +  '-^^^^  «'"  +  •••)  fv  =  (1  +  r)\fv 

Dn^x  =  A'  (l  +  »  log  (1  +  r)  +  -|^  (log  (1  +  r)y  +...); 

ti'.r  =z(fx-\-  nd(fx  -\-  ^  d'-'yo;  +  -—-  à^tpx  +  .  . . 

donc  ^!^>  =  e-^  (^x  +  wc5V ;r  +  ^  d ^.r  +  -^  (5>ar  +  ...), 

où  D.âcfx  =  log  (1  +  ^')  =  «' —  i  *'"  +  i  ^^^  —  •  •  • 

donc  d(px  ^=  (f'x  —  ^  (p"x  -\-  ^  (p"'x  —  .  . . 


donc 


donc 


On  a  D.(f{x-\-  a)  =  e'"'.fv ; 

donc  D.(p{x-^  uY—  1)  =  e""V-\fv 

et  D.(f{x—aY—'^)^=e-""^-\fv, 
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d'où  I  on  tire 

D:  ïi — /  ^  ^; î^ i  =r  sin  (uv).fo. 

Or  on  a,  comme  on  sait, 

^  =  cos  (uv)  —  cos  (2((v)  -|-  cos  (3«?;)  —  . 


donc  en  multipliant  par  f'r  et  prenant  la  fonction  génératrice: 

i  „^ ç(.r  +  av/— l)  +  ç(-r— av/— 1)       9(j+2a/— 1)  +  ç(j:— Sa/— 1) 

^(fX 

I    (p(j+3av/— l)+9(.r— Sa/— 1) 9(.r+4cfV— l)  +  9(j— 4a  y/— 1) 

-r  2  2 

+  etc. 
ou  bien  q)x  =  (fÇv -^  a)  +  g(.f  —  «)  —  (/;(.r  +  2a)  —  (p(x — 2a) 

+  y(.r  +  3«)  +  cf{x  —3a)  —  ^(^-j-4«)— 9)(.r — 4a) 
-f-  etc. 

Supposons  qu'on  ait 

Hi^)=ffW)df, (21) 

et  soit  xi.'{v).fv=Dôq\r, 

on  aura  d'après  la  définition  de  la  déterminante 

û(fx  ^Je"".  \pv .  fv .  dv 
c'est-à-dire       ài^x  ■=Jë'\  fvdv  -ftlv^t) .  dt  ^=fdt  .fe"'.  fv .  f{v^t) .  do 

Cela  posé,  soit  fv./\i\t)  =z  D .  ô\(f.r, 

on  aura  ô^(fx  =Je"''.fv.f{t\f)dv; 

donc  d(fx=fdt.ô\(fx (22) 

or  on  a  D.  d(fx  =J'^  •  ày<fx .  dt  ; 

donc  D  .Jdt .  à^  (f  x  ^=fD .  à^  (f  x .  dt  \ 

et  S^tt.fg{f{r,t))=ffj{fdt.tW))] ^  ""^ 

Ces  équations  peuvent  servir  à  exprimer  d(fx  par  une  autre  opération  d^(fx  au 
moyen  d'une  intégrale  définie. 

On  a  par  exemple 

(,,-_l)-i_(^«)-i+i^2  /-i^^ifi^lÇ!^); 

donc  en  prenant  la  fonction  génératrice 

2^  ax  —  1    faxdx  4-  1  a  i-  —  -^  f"      ^^         9(.r+a^/-l)  -  9(-r-a^/-l)  . 
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On  a        e" .  e-""" .  ~ e"' .  e-"  "" .  ~ —  =  /'  "  e'^^-':"hU, 

1 — a.v  1 — a.v       J  a' 

c'est-à-dire 

e" .  («-""■'  4-  uv .  e-"""  4-  a^v^ .  ('-'"•"  +  ...))        /.  „ 
—  e"' .(e-"""-^ av. e-'"''''-\-u^v^.e-""' "-{-...)  ^     J"- 
En  multipliant  par  fv,  et  prenant  la  fonction   génératrice,  on  aura  en  re- 
marquant que 

fg{v\e  """.fv)  =      ^^^^„ 

fff{e'""'.fv)  =  cp{x  —  at), 
e'((f{x—aa)-\-a(f)'{x—aa)-]-u^(p"{x—uft)-\-a\"'{x  —  ««)-)-  .  .  .)j 
—  e''Qfj(x—aa')-{-acf'{x  —  aa')-\-a\"{x—aa')-j-a\"'{x—aa')-\-  . . .)  j 

=  r"  e'.cf^x  —  ut).dt', 

donc  en  faisant  «  =  0  et  c'  =  —  ^ 

^e'.(f{x — «/y/; 
donc  en  différentiant  par  rapport  à  x  et  mettant  —  «  à  la  place  de  a, 

(f'x  —  a(f}"x  4-  a.'^q>"'x  —  a^(fi""x  -\-  ...=z  fe'.  (f'{x  -\-  ul)dl  ; 
en  multipliant  par  du  et  intégrant  on  aura: 

«./.'.ï  — ^a*(^"^  +  ia'(/)"'.r— l.a*.(f""^-  +  .  .  .  —  C  +  /   _ ^^    ^     ^        • 

-— -.  ifX\ 

donc 

et  lorsque  «  =  1 

(^'^  — |</:".r  +  ^(/)'";l'  —  .  .  .  =  /"^i^  ('/(-i'+O— f/-^)- 
De  là  il  suit  qu'on  aura: 

Hx=f:'^{^{x-t)-.fx). 


ou 


On  a 


-  f"  e''"'.dt 


OLV  CLV 

donc  en  prenant  la  fonction  génératrice; 

f^{x  +  i(a)dx  —ff{x 4- ««')f/x  =  it  /*J  v(.i-  +  "0 •  '^f- 
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On  a  (Lt'i>eiidro  exerc.  d.  c.  i.  T.  Il  p.  176) 

f'ô(lt.COs{cf.Vt)   __     TC  „„ 

donc        f^j!^.   9(-^^»^/-l)+9(-r-aV-l)  ^  JL     r^,^^. 
Soit  par  cxemgle  œx  =  —  on  aura 

X 

y^g  dt %  1 

0    (l+moL''r-+x"-)  ~  ~2"  ■    x(j+a)  ■ 


En  effet 
dt 


y '5  </^ 1         /    /»i     dt      /'h     oi'^dt     N TC  1 

„  (l+r^)(a'^r^+x2)  —  j:2  — a2  Vjo    l  +  <-^       Jo  x'^+a2^2  J~~2"'    j-(x+a)   ' 

Soit  (fx=. — ,  ou  aura  en  faisant  «^^î.sin^,  A-  =  i,eos(f, 

c;>{xJrixt\/—\)  +  ç{x — a.t>/ — 1)  _„ 

■-^-^^ .y\  • =  2-     ■  COS  il(p 

or     z^l^{x*-{-aH^),  ç=arc.  tang.  (— ),  donc 

/  at\ 

1      j.         cosl  H.arc.  tang  ^ —  1 
h     dt  V  ^    X  /  7c  1 


y^g     lit 
0   1+r^ 


"  2        (x  +  ol)"    • 


Soit  par  exemple  n  =  ^,  on  aura  cos^^=]/l±^=]/^(l+  ^^^,^^,^,^); 
donc  .^g^"? COS  ^9 v/j[j+/(j^+a^^'')3 


2» 

se                     ■/(x2  +  a2^2)        ' 

donc 

pi     dt 

^/[^^-/(xï  +  a^^î)-]           ^              1 

v/(x2  +  a2i2)              v^(2)     /(x+a) 

On  a      ; 

X 

nnno  / fino*  rr» 

coscp 

sin  <p   '                      a           *  ^  ' 

on  tire  de  là 

dt                        ciLxd(;) 

donc 


doue 


cos  n(f  =  -^ ic—  .  COS  nq;  ; 


dt  a.  (  cos  o)".  cos  n<n.  do 

.  z  ". cos  nw  = .  -^^ ^ i — i  : 

l+t'^  ^  X"-*       x''.  sin  2(p+a*.  cos-ç 


~  x"~'      /* -i    (coso)''.cos«ç  .f/9 

2        a(x+a)''        Jo     (x.sin(p)2+(a.cos9)^ 
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Soit  a =3:,  on  aura 


-^  =/o*  i^^^  "fT-  ^^^  ^'f  ■  '^f- 


On  trouve  encore  chez  M.  Legendre  les  deux  intégrales  suivantes: 

y»^  dt.s'inat  __ _7c_  , j ^_a\ 
,  1(1  + 1^)            2    ^  ' 

donc  on  aura,  en  faisant  a=^uv  et  prenant  la  fonction  génératrice: 

/•"      ^^      .    9(^+afv/-i)^y(^-aV-l)^JL.(y:r-y(x+«)) 
7o  ^(1+^'^)  2/-1  2     ^"^  '^^    =î^    ^^ 

/«è    tdt  (p(x+aV— 1)— 9(J— aV— 1)  __  r        /„.  ^^x 

Jo    l  +  <*    ■  2/-1  2   '^^    ^   ^• 

En  ajoutant  on  aura  une  troisième  formule 

y»5  dt       ç(x+a«\/-  1)— <p(j-— a#/— 1)  __  _TC^ 
0     t  27=1  2    "^   ' 

OU  bien  en  faisant  «  =  1, 


y^h  dt  _      9(j+fv/— 1)  — 9(x-</— 1)    _  ji_  ^^^_ 
0      ■ 


«  2v/— 1  2 

:  ,   t  =  xA 

dt  rftp 


Soit  par  exemple  (px=—^,  f=a7.tang  ^i,  on  aura 


cosç.sincp 
2/-1 
donc  ^   ^       ^ 


ç(^+,/_l)_ç(^_fvA_l)  ^_  ^^çy  ^.^  ^^^^ 


/*  '^  — i_ .  (cos  «))""• .  sin  ?K^  =  ~ 
Jo       sin  9       ^         '^'  i, 


Sur  quelques  intégrales   définies. 


O 


Il  a  \Ti  précédemment  que 


/ 


n 


(cosç)".cosno-'^ç  Tz  x^~^ 


or  (cosç')"=l  +  w.logcos(]P+ — -  (log  cos  ç^)'^  4" 


COSW(ïi=:l— -^.(/^+    2:^-'/^*  + 


donc 
(cos ^)".cos  nqs  =  1-j-n.Iog cos  7^  +  ^  ((^^^S ^^s  9;)* — tf *)  -[-  i^ ((logcos  y)'— S^'^Oog cos  çî)) 


2.3^ 


où  on  a,  en  faisant  pour  abréger  logcosy  =  ^: 


r(m+i)      T{m+\)      r(3).r(m-i)  '  r(5).r(/«-3)  '  r(7)r(OT-5) 

or -— =  1 -1- rt.log  • — -A — —    (log — -)    + 

doue  on  aura 

n 


2       xa      V    "  x  +  a>'  «/o     x^.sin^ç  +  a-' 

Ainsi  on  aura: 


ç  +  a-'  .cos'ç 


2    ■   xa       Jo       -r*- 


rfç 


^9 


JL.   JL  loo-      -^     -—  f  *  logcos  9.^ 

2       xa       "    x+a       «/o        x2.sin'*9  +  a2. 

TT 

.f/9 


cos*9 


JL.  J_.  flon-      -^    y^  /*^ [(logcos 9)-- 9'3- 
2      xot      V'x  +  a/        «/o       x2.sin29  +  a*.cos' 
Tome  second.  ^2 


js'9 
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En  faisant  a;  =  «  on  aura 


■n 

ri" 


n 

par  exemple  -|-  •   '«S  è  ==  /„    '^^  •  'o»  *'*'^  ^• 

=  —        ^y     .  ,  donc 


Soit  cos  (?)  =  y,  on  aura  f/<^  =  —  ^  ^^  „^ 


En  effet  on  a 


/. 


n  _/o       n  ,  ^o  1  —  x" 

0  V'(l— -î")""'  V'(l— x")»-î 

donc        Z'  105(7)-%  _^x    ^i^      r{^-y\du- 

or  r^JyL^=^ei  r(^=y^du=wr2. 


On  a  f'°     ^^  cp(x+aV-l)  +  y(x-a^v/-l)   _  tt     /^  i   ,a 

""  "y„     1  +  ^2  2  2   ^^    ^    ^ 

Soit  (fx  =  (log  x)'\  on  aura 

y^è     rf^  [log(j:+aV— iW+ClogC^-aV-l)]"  _J^   nO''r*-4-«)V' 

0  TT^^^  2        ~~  2  •'^     »^    ^    ^>' 

or  on  a: 

log(l+^ï/-l)-los(lAv'-l) 
log(A4-a<T/-l)=loga;+log(^14--^}/"-lj=loga;-] ^ 

_^^log  (1+  ^'  r-)  =log*-  +  |log  (1+  -^  '')  — ]/— l.arc  tang(^)     . 

=  1  log  {x^-  +  aH^)-V-l . arc  tang  (^)  • 

Soit  —  =  tang  (f,  on  aura 

log  (x+ «<K— 1)  =  log  ^  —  log  cos  (/)  —  y — 1  .  (p 

dt     ax.rfcp 
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donc 

0     x2.sin2ç  +  a2. 008-^9  2  2a:a^     °^   ^^^ 

En  faisant  .r  =  «  =  1,  on  aura 

On  a  aussi  en  général,  en  foisant  t  =  tang  m  : 

y^^  *  r/?/(y(.r  -)-  «  tang  ?<.]/^ — 1)  +  ?(-^  —  «.tang  w.]/^ —  1))  =  7T(f.(x  -{-  a); 
donc  en  faisant  x  =  ce  =  1,  on  aura  : 

//  d,f((f{l  +  K— 1  tang  w)  +  ç(l  —  j/— 1  tang//))  =  :r.ç(2). 

Soit  (ra:=-- ,  on  aura 

yd-L]/"—!  tano-  //)  =    (1+/— Itg?/)'"    __     (cos//»/+v/— lsiiun«)(cos?/)"-^ 


(cos  u)" 


[(cos  m)".cos  w?<+a  cos(m — 7i)u 


[(cos  «)"+a .  cos  nuy^+a.^ .  sin'^nu 

-\-Y — 1  ((cos  ?/)".  sin  mu  -j-  «  sin(w. — w)?/)]  : 
on  tire  de  là 


/ 


2    (cos7/)''~™. [cos»î?/.(cos?«)''+a.cos(« — 771)11]     ,   tt  2" 


o  (cos?/)"''  +  2a.  cosw?/(cos7/)' +  a*  2        l+a.2' 

Soit  7H  =  0,  on  aura 

y  •'F  (cosM)"[(ces/<)''  + acos/2?<]rf?/  ;t  1 

0     (cos«)2"+2acos««.(cos?/)"i-a-  2         l+a.2''' 

Soit  m  =  ?i,  on  aura 

"2"  cosn«.(cosw)''  +  a  i    tc 


/•  

^o      (cosM)-"+2acos  fiî^.(cosM)*+a2  2         l  +  a.2* 

Si  par  exemple  11  =  1,  on  aura 

z      Z*^        (cosa)2  +  a  .     p^       y'^  +  v-  ày 

1+2»       Jo     (cos«)2(l+2a)+a-^    '"  ~  J„  i^2(i+2a)+a2"  TÔ^ 

Reprenons  la  formule 

7r 
-J-  .   —  =: /|  ■"'  (cos  (f  )».  cos  «(p  .  dff. 

12 


92 

Soit  w  =— ,  on  aura 
n 

_.   1 =/  (COS  a)-  COS (p.tlw 


2" 
Soit  -^  =  9,  on  aura 


n 


JL  .  _1— =  f  ^"  (COS  ?z9)  •"  COS  me .  rfO  ; 

2" 
or  cos«0  =  (coser-^  (COS 6)-'.  sin^Q  +  -("-^)(^'-^(-'-3).  (cos 6)"--.sin^9  + 

donc  en  faisant  cose=y,  (1^=—      J      , 

2" 

Où    ^y = y»  -  ^  y'-(i  -  f)  +  "(---;;(;-^y-^)  3/-(i  -ff  -... 
fy = ^..^  _  ^  y-(i  _^^) + ^(^»-;^)(^-2)(»^-3)y..-.(i  _2,.),  _ . . . 

Soit  par  exemple  m^=l,  ??^4,  on  aura 


R  4 


Si  l'on  fait  y^=^l  —  t^,  on  trouvera 


XIV. 

Théorie    (1rs     I  r  a  us  ce  ml  an  1 1'. s     l'Uipl  'uf  iivs. 


CHAPITRE   I. 

/Pdx 


i.       "oui-  plus  de   simplicité  je   désigue  le    radical   par  ]//»',    on    a    donc  à 

considérer  l'intégrale 

/Pdx 

P   désignant   une    fonction  algébrique   rationnelle    de  x.      On  peut,  comme  on 
sait,  décomposer  P  en  plusieurs  termes  de  la  forme 

A .  a-"*  et , 

{x — a)™ 

m  étîint  un  nombre  entier  quelconque.     L'intégrale  proposée   /  est    donc 

immédiatement  décomposable  en  plusieurs  autres  intégrales  de  la  forme 


/j:"<dx    ^^    r ds_ 


VR        J     (x  —  ay.^/R   ' 
Chercbons    les  réductions    qu'on  peut  faire   avec   ces  deux  intégrales,  en 
les  considérant  1.  séparément,  et  2.  ensemble. 

/x^"dx 

VR 

2.  Pour  trouver  la  réduction  générale  dont  cette  intégrale  est  suscep- 
tible au  moyen  de  fonctions  algébriques,  il  s'agit  de  trouver  la  fonction  algé- 
brique la  plus  générale,  dont  la  différentielle  peut  se  décomposer  en  termes    de 

la  forme  :  car  après  avoir  intégré  la   différentielle   ainsi  décomposée,  il 
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est   clair  quoii  obtioiulra   la  relation   la  plus  générale  qu'on  peut  obtenir  entre 

=— . 

Or  on  sait  par  le  calcul  difl'érentiel  qu'en  différentiant  une  fonction  qui 
contient  des  radicaux,  ces  mêmes  radicaux  se  trouvent  aussi  dans  la  différen- 
tielle; il  est  donc  impossible  que  la  fonction  cbercliée  peut  contenir  d'autres 
expressions  radicales  que  ^^li:  elle  est  donc  de  la  forme  f{x,YJi),  f  désig- 
nant une  fonction  algébrique  rationnelle  de  x  et  de  Y^R.  Une  telle  fonction 
est,  comme  on  sait  ,  toujours  réductible  à  la  forme  Q'  -\-  Q\^B,  Q'  et  Q  dé- 
signant deux  fonctions  rationnelles  de  x.  Or  il  est  clair  qu'on  peut  faire  ab- 
straction du  premier  terme  Q',  puisque  sa  différentielle  ne  contient  que  des 
quantités  rationnelles;  on  a  donc 

f{x,VB)  =  QVR. 
En   différentiant    Q\^R,   on    voit   au  premier   coup  d'oeuil  que  la  différen- 
tielle contiendra  nécessairement  des  termes  de  la  forme  — ^ — — --    si    Q    est 

{x-a)"'\/R 

fractionnaire  :  car  supposons  que  Q  contienne  un  terme r— ,  on  aura  en  dif- 

"  ^  (jT— a)'" 

férentiant 7— ? 

^  '  l(.r— o)"'  (j-fl)'"+i  ) 

Or  quel  que  soit  m,  il  est  impossible  que  le  coefficient  de  — -~  dans  l'expres- 
sion précédente  puisse  devenir  entier,  à  moins  que  R  ne  contienne  deux  ou  plu- 
sieurs facteurs  égaux  ;  mais  ce  cas  doit  être  exclu,  puisqu'alors  l'intégrale  propo- 
sée serait  de  la  forme  /-— -^ ;    donc,  comme  la  flifférentielle  ne   doit 

contenir  (jue  des  termes  de  la  forme  — 7^—5  i'  f^i"*  que  Q  soit  une  fonction 
algébrique  entière  de  .r;  on  a  donc 

Q = /"(o)  +  m.x + /-(S),  .r"- + . . . + m  ..T". 

4.     Différentions  maintenant    la    fonction    trouvée  Q\^R-       Ou    obtiendra 

d'abord 

,l{QXni)  =  ,IQ.VR  +  ^.^, 

1                                       i/ni^n\        R.dQ+lQdR         dx  c,      dx 

donc  d(QVh)  = ^^2 _^  =  .S .  -^ , 

S=.R.i^^^W.^^ 


9ô 

On  a  Jl  =  a  +  p'.<-  +  ;'-i-  +  '^•^■'  +  *•*■* 

et  Q  =  a0)-^f\i)..r-\-f{2).x'+...-\-f{n).x" 

iloiic  t'ii  iliUcreiitiaiit 

tlx 
g  =  /■(!)  +  2/l2).f  +  5f{3).v-  . . .  +  ///-(/O-t"-'. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  S  on  obtiendra  : 
S  =  {u  4-  A'.r  +  ;a-^  +  ^•^•'  +  ^■^■*)  (/■(!)  +  2/'(2)..  +  .  •    +  nfO>).V'-^) 

+  I  (,?  +  2y.r  +  3d^'-  +  4..r^)  (m  +  /"(D-f  +  •  •  •  +  /U')-»^") 
Soit  S=(f(0) 4-  7^(1). a;  +  ç(2)..r*  +  . .  .  +  «^(/h— 1). .r"'"^  +  y(w)-^"'- 
On    obtiendra    en    développant    et    comparant    les    coefficiens,    l'équation 
générale 

c'est-à-dire  : 

En  faisant  successivement  p^O,  1,2,3.    .m,   on   obtiendra   toutes  les 
équations  qui  résultent  de  l'égalité  des  deux  valeurs  de  S. 

Quant  à  la  valeur  de  n,  on  trouvera  «  -(-  3  =  m,  donc 

Il  =:  m  —  3. 

5.     De    l'équation    d(Q]//i)  =  S.  ~~  ,  on  tire  en  intégrant 
et  en  substituant  les  valeurs  de  Q  et  de  S, 

ir\\  P 'f'^       \      n\    pxdx      I      ,r,\    i'x'^clx    ,  ,        ,  .,   jnx"'-^.dx    ,       ,     .     /tx"'ih-   \ 

=  VR  im  +/■(!)•  -f  +  /■(2) . .r'^  +  .  .  .  /\m-3).v"'-').  ) 

Cette  équation   contient  la  relation  la   plus   générale  qu'on  puisse  trouver 

par  des  fonctions  algébriques  entre  plusieurs  intégrales  de   la  forme  Z*'^"'  ''' ,  et 

J    VR 

c'est  de  cette  équation  qu'il  faut  tirer  toutes  les  réductions  dont  les  intégrales  de 
cette  forme  sont  susceptibles.     Le  premier  membre  de  cette   équation  est   en 

même  temps  l'intégrale  la  plus  générale  de  la  forme  /*  ^  ,  P  désignant  une 

fonction  entière  de  x,  qui  est  intégrable  par  des  fonctions  algébriques. 


(I)) 


96 

(».  Considérons  inaintonnnt  l'équation  (h),  ronuiic  la  fonction  multipliée 
par  }^R  tlu  second  membre  doit  être  entière,  il  faut  que  m  soit  égal  ou  plus 
grand  que  3.     Il  suit  de  là  quil    est  impossible  de  trouver  une  relation  entre 

— — -,  /  ,  / — 7^5—,  et  que  par  conséquent  ces  trois  inte- 

grales  sont  irréductibles  entre  elles  par  des  fonctions  algébriques.     Si  au  con- 
traire m  est  égal  ou  plus  grand  que  ô,  on   voit  qu'il  est  toujours  possible  de 

réduire  l'intégrale  Ç-^  ^     à  des  intégrales   de  la  même   forme   dans  lesquelles 

m  est  moindre';  et  il  est  évident   que    les  seules    intégrales  irréductibles  sont 
les  trois  suivantes 

Ces  intégrales  sont  donc   les  seules  fonctions   transcendantes    contenues 

dans  la  formule  intégrale  f     „    ,  P  étant  une  fonction  entière. 

J  v't 

— ~- ,  faisons  dans  l'équation  (1)) 
(f{in)  =  —  1,  et  nous  aurons 

-vit{f(0) +/■(!).  .î-  +  tm .  x«  + . . . + f(,,i-i)x-'). 

D'après  ce  qui  précède  on  peut  faire 

(f{m  —  \)  =  <{  {)ti  —  2)  =  ...  =  (f{5)  =  0, 

on  a  donc 

/x"'dx            ,„\    /*  dx       I       ..^     fxdx     ,       /i..    px'^dx                ^ 
-^=^/(0)/^+'/(i)y-^+,(2)/^^       (c) 

-l//?(/lO)+/-(l).r  +  /-(2K-  +  ...  +  /-(;«— 3K-')j 
11  reste  à  déterminer  les  coefficiens 

y  (0),  </  (1),  t(2),  AO),  /(l),  /'(S)  .  .  .  /-(/«-S). 
Pour  cela  faisons  dans  l'équation  (a)  j)=Q,p=z\,  . .  . p  =^  m,  on  obtien- 
dra les  équations  suivantes  au  nombre  de  m  -{-  1: 

(^(l)  =  2/-(2).«  +  |/U).p'+  m-y 

ç(2)  =  3/-(3).r.  +  |/'(2)./9  +  2/U).;'  +  |/'(0).fî 
0  =  4A4).r.  +  J  m-t^  +  3/-(2).;'  -f  |  f{i).,)  +  2  /'(O).. 
0  =5f\5).a  +  -|/'(4).r;  +  4/-(3).;'  +  1/-(2).<Î+  3/-(l).. 


0  =  ('"— 3)/'(w— 3)«+(/M— |)/(w— 4),^'+(m— 4)/(w— 5)r+(;«— |)./l[/«— 6)c)'+(/«— 5)#«— 7)f 
0=(7«-|)/-(/«— 3).-;+(/«-3)/(;«-4);'+(/«— 1)/(;«— 5)fy+(m— 4)./i;w— 6)i 
0  =  («i_2)/"(;«—3);'+(/«— !)./•(/«— 4)f5  -{.{m—3).f{m—5)t 
0 = (/«—  ^)/-(w/— 3)(5+(//i— 2)/(?/i— 4)5 
—  l={)ii~l)f{„i—3)s  .  _ 

en  remarquant  que  (f{m)  =  —  1,  (p{3)  =  (/(4)  ^  . . .  ^  ç(;h — 1)  =  0. 

Au  moyen  des  ?« — 2  dernières  équations  on  peut  déterminer  les  m — 2 
quantités  f{0),  /"(l), .  . .  f{m — 3),  et  les  trois  premières  serviront  ensuite  à  dé- 
terminer y(0),  (f{l),  (f{2). 

En  éliminant  on  trouvera: 


f\m—3)  = 
f\m—4)  = 
fim-ô)  = 
f{m—6)  = 

+ 
f{m—l)  = 

+ 


OT  — 1 

(m-l) 


w-l)(/n-2) 
(;«-2) 


OT-l)(//i-3) 


j (^t-l)i"H) 

e'  (/«-l)(/«-2)(/w-3)  ■ 


J 

m-l)(/n-4)       e* 

(m-|)(,/.-5)(/n-î) 


(>n-3)(ff,-3) 
(//i-l)(/n-2)(m-4) 


5t  _       (>^-2)(»»-|) 
e^  (/n-l)(OT-3)(m-4) 


/n-l)(OT-2)(m-3)(/H-4)       s* 

(7n-3) _a__       (7H-§)(m-j)  ^ 

wi-l)(ffi-5)  '     s'i  (m-])(/?j-2)(//i-5)  ■    s3 

(^-2)(/n-i) ï'     ■         (»i-|)(;»-f)(>«-4)  j8^ 

ffi-l)(/n-3)(ffi-5)       e^  "'"  (m-l)(7n-2)(wi-3)(m-5)'      s* 


(m-l)(m-4)(m-5) 


Sy 


(m-?)(,«-3)(m-f) 


(m-2)(m-|)(»»-g) 


OT-l)(/n-2)(m-4)(m-5)        s*      '     (?n-l)(m-S){m-4)(m-b) 
(;»-#)(m-f)(»»-|)(m-|)  _  ,  ^  , 


y52 


(OT-l)(m-2)(wi-3)(m-4)(OT-5) 
8.     Pour    exprimer   en    général  le    coefficient   f{m — p),  faisons  f  =  é'" 

que  f{m — p)  est  composé  de  termes  de  la  forme 


é'^'  u:=zt(*\    Cela  posé,  on  peut  aisément  se  convaincre 


(-1) 


«+i 


/  k+l\/  k'+kY  k"+k'\         ( 

r— 2-;r — 2-a'" — 2->-r- 


2 


)(„- 


H»)4i*-2> 
2       > 


(m  —  1)  (m  —  it)  (wi  —  k')  {m  —  *")  ...  (m  —  iH»-!))  (w  —  A:("J)(w  — i>+2) 


X 


6"+î 


Tome  second. 


13 
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où  les  quantités  k,  k',  k",  etc.  p  —  2  suivent  l'ordre  de    leur  grandeur,  de   ma- 
nière que  k'>k,  k"  >  k',  etc.  p  —  2>k'"K 

En  donnant  avec  cette  restriction  toutes  les  valeurs  entières  aux  quantités 
k,  k',  k"  etc.  k^"\  et  à  n  toutes  les  valeurs  entières  depuis  le  plus  grand  nombre 

entier     compris    dans    — 2  jusqu'à  p  —  5  et  en  remarquant  que  chaque   dé- 

4 

nominateur  aura  n-f-3   facteurs   binômes,    on   obtiendra   tous   les    termes  dont 
f{7n  —  p)  est  composé.     On  a  donc 

/  \f^^-V)      ^     g„+3    •  (m  —  1)  (/«  —  k)  {m  —  k')  {m  —  k")  ...{m  —  k  (  »)  )  (m  —  ^  +  2)  )  ^^) 

Ayant  ainsi  trouvé  les  quantités /"(O),  f{\),  f{^)  etc.  f{m — 3),  on  a  ensuite 
9.(l)  =  2«./-(2)  +  |/S.Al)+    J'AO)  I (e) 


9.     Appliquons   ce  qui  précède   à  un  exemple,   et  proposons  nous  de  ré- 

'x*dx 


duire  l'intégrale 


A 


On  a  ra  :=:  4  «  =  m  —  3=1,  donc 

-Yn(no)+n\).z). 

Par  les  équations  précédantes  on  a,  en  faisant  »î  =  4 

Al)  =  -  -i^'  /"(O)  =  -^'  fm  =  A3)  =  etc.  =  0. 
En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (e),  on  aura; 

„m)=   5  .ii_i.^ 

^(2)=|.-^-|.i. 
En  substituant  ces  valeurs  on  aura 
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y'R  V^T"  s*  '^'tJJvR 

10.  Dans  le  cas  où  i3  =  y=^d  =  0,  la  valeur  de  /"(;» — p)  se  simplifie 
beaucoup,  et  se  réduit  à  un  seul  terme.  En  effet,  comme  tW^t(^^=t^^^=0, 
et  comme  «(*)  =  «  est  la  seule  quantité  qui  a  une  valeur  différente  de  zéro, 
il  est  clair  que  tous  les  termes  s'évanouiront  dans  l'expression  de  f{>n — p), 
excepté  ceux  dans  lesquels  on  a  A- — l=zk' — k=ik" — k'=i...=p — 2 — A:(")=4. 
Ou  a  donc  k  =  5,  k'  =  9,    k"  =  13,  . . .  M")  :=  4w  +  5,  ;>  =  4w  +  11,  d'où 

71  =  ^~~^^  .  Chacune  de  ces  quantités  w.  A-,  k;  k", .  . .  A:(")  n'a  donc  qu'une 
seule  valeur,  d'où  il  suit  que  f{m — p)  ne  contient  qu'un  seul  terme.  De  plus 
comme  on  a  trouvé  yj  =  4«-)- il?  '^  ^^t  <^'^"'  T^^  toutes  les  quantités  /'(?« — p) 
s'évanouiront,    excepté  celles  de  la  forme  f{m —  Au —  11),  dont  la  valeur  est 

/_js„+,     im-i)(m-l)im-U)  .  .  .  (in-4n1)       a^ 
^        '        '    (/n-l)(m-5)(/rt-9)  ...(?rt-4?j-9)  ■     £"+3  ' 

ou  bien  en  mettant  m  —  3  au  lieu  de  n, 

/•/»3  _  A„  -L  1\  —  ^_-  1  \n    {nt-^{m--i){m-\  1  )  .  ■  .  (/«-4«+5)        a"'^ 
/V  '*'-r^)  —  K        ^)  ■  (,„.i)(,„^)  (;„  -9)  .  .  .  (;,i-4h+3)  ■       s" 

Pour  déterminer  y(0),  cf{l),  (p{2),  il  faut  distinguer  quatre  cas: 

1.  si  m  =  4i',  2.  si  îM^4î'-f-l,  5.  si  ?«  =  4?'4-2,   4.  si  »î  =  4?'  +  3. 

Dans  le  premier  cas  on  a: 

fUr       A„MU  —  (       IV.    (4^ -3)(4/--î)  ■  ■ .  (4/-4«+5)       a"-^ 

En  faisant  n  =  r,  on  a 

f(U  —  (      IV     5.9.13.(4r-3)       a-i 
;(!)_(— 1)  •   3.7.11.(4,-1)  •  ^^' 

^{0)=a.f{\),cf{\)  =  <f{2)=^0. 

Dans  le  second  cas  on  a: 

'^^  4«-t-x;)_(       1)   •      4,(4,-4)  .  . .  (4^-4«+4) 


(4r-4)  .  . .  (4/-4«+4)  £" 

J3" 
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En  faisant  n  =  r,  on  a  : 

'  ^   '        ^         '      4.H.l2...4r  s'     ' 

Dans  le  troisième  cas  on  a: 

; ^4,        *"  +  ^^  —  ^      1)  •  747TÏ)(4/^-3)...(4.-4«+5y 
En  faisant  ?«  =  ?•,  on  a  : 

/■(3)  =  (— 1)"    •^^^•15...(4/-1)       a->_ 


5  .  9  .  13  . . .  (4/+1)         s.-- 
cp(2)  =  3a.f{3),cp{0)  =  rf(l)  =  0. 

Dans  le  quatrième  cas  on  a: 

^^  ^«-t-^;  —  ^       ij    .    (4,.^2)(4/_2) . .  .  (4/-4//+0)  t"    ' 

donc  /■(!)  =  f{2)  =  f{5)  =  0  et  (f{0)  =  ç(l)  =  cf (2)  =  0. 

11.     On  a  vu  que  trois  fonctions  transcendantes  sont  nécessaires  pour 

— -  ,   P  étant  une  fonction  entière.      Donc  si  l'on 
\/  R 

veut  réduire  ce  nombre,  il  en  résultera  nécessairement  certaines  relations  entre 

y*  Pdx 
soit     inté- 
\/  jft 

grable  algébriquement,  on  doit  faire  (f{0)  =  q{i)  =  (f{2)  =  0,  d'où  il  résultera 

entre  les  cinq  quantités   a,  (j,   y,  à,  e,  trois  relations  par  lesquelles  on  en  peut 

déterminer  trois  par  les    deux  autres.     Déterminons  par  exemple  a,  fj,  y,  (\  f 

de    manière    que    f     ,  ^   devienne  intégrable  algébriquement. 
On  a  vu  précédemment  que  dans  ce  cas 

^/(o)=A-g^-i-4 


f-  "s 


s-" 
Comme  ces  quantités  doivent  être  égalées  à  zéro,  on  trouvera: 


'^(2)=|.4-|-T 


3     5      ^  —  15     ^ 


ft 95       ï^   5     15      S'    25li 

„  5     §S   ,25      ^ 

"  ■   e    —  2  5  (>  '  j3 
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«lonc,  lorsque  R  a  cette  valeur,  on  a 

En  faisant  d  =  4  et  f  =  5,  on  obtiendra 


Réduction  tie  l'intésiale  g — - 

''       J  (j-— «)"'.v/-ff 


12.     Pour  réduire  cette  intégrale  il  faut,  d'après  ce  qu^on  a  vu  précédem- 
ment, différentier  Q\^R  en  supposant  Q  fractionnaire.     Faisons  d'abord 


j — a         (j- — a)'-  {x — f/)3  (x — a)""-" 

d'oii  on  déduit  en  difl'érentiant 

,ç. <j{\)ds  'i'h{t)dx  3«];(:{)rfj:  {m-\y\,{m-\)dx 


(x-a)'^  (x-ay  i^-a)*  (x-a)'" 

Pour  rendre  les  calculs  plus  faciles,  faisons 

nz=a-\-iix-]-yx--\-âx^-\-{x*=u'-\- y{.v—a)-{- y'{x—a)-  -\-d'{x—ay-{-f'{x—a)*. 
Pour  déterminer  a',  fi',  y',  ô',  (.',  mettons  x-j-a  au  lieu  de  x,  et  nous  aurons: 
a'  +  ,i'x  +  y'x"-  +  ô'x'  +  ,'x*  =  «  +  ::{x  +  a)  +  ;(.r  +  a)'  +  dix  +  af  +  .(.r  +  o^- 

On  tire  de  là 

«'  =  f^  -[-  '!a  -\-  y  a'  -)-  (Vf'  -(-  '«■* 

p'  =  ,-;  +  2ya  +  3'Vi-  +  4^«' 

()':=()+  4;  rt 
t'  =  ^. 
En  différentiant  R  on  aura 

f//?  =  fj'  +  2;-'(.^  —  «)  +  5()'{x  —  a)-  +  46'(.r  —  o)'. 
Maintenant  la  différentielle  de  Q]^R  donne 

donc  en  substituant  les  valeurs  de  R,  Q,  dR  et  dQ  en  obtiendra: 

+  M,.+2/(x-<,)+3..(.-»)'+4..(.-„)')(4'y-+^  +  ...+i^â-)-^ 

j^.       dx 


y/fl 


(0 
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Supposons: 

Cela  posé,  ou  obtiendra  aisément 

ç'(0)=-^(5'v(2)  — 6'v^(3) 

Faisons 

cfX0)-{-(f'{i).{x—a)-\-cp'{2).{x—af=cp{0)-{-cf(l)x-^(p(2).u:\ 
nous  aurons 

(fiO)  =  (p'(0)—aq'{l)-\-a-.(p'{2)=—i'^p{3)—^ô'^'{2)—{ylô'~t'a'').^fJ{l) 

(f{l)  =  (f'{l)—2n(f'i2)  =  {^d'—2at').xp{l) 

ç(2)  =  y.'(2)  =  f.u(l), 

ou  bien,  en  substituant  les  valeurs  de  ô'  et  t', 

9(0)  =-a«'5  +  ,«^).  t^.(l)  _|(,^+4«0-V'(2)-*.  V(3)  ) 

^{l)  =  ^dMi)  \ (g) 

cfi2)=   ^.V'Cl)  ) 

15.     Si  l'on  multiplie  la  valeur  de  S  par  ,   et  qu'on  prenne  ensuite 


l'intégrale  de  chaque  membre,  on  obtiendra  en  substituant  la  valeur  de  Q: 

_,^p/4^(')  _._    HV     ■     ■^(3)    _L      _]_    4^(>"-0   A        I 

•^        V  s— a    '     (x  — fl)2  ~  (x— a)3  "r  •  •  •    I"   (j._„)™-:  y  7 

— — -, 

y*       dx 
— -—  peut  donc  être 
{x-a)'".</ R 

/'  dx  /*xdx  à*x-dx 

~7W^     t~rW     /  ^^    P'''^'    'intégrale 

~ — =-;  uiais  celle-ci  est  en  général   absolument  irréductible.     Je   dis  en 

{x—a)\/R^  " 
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général  :  car  il  est  possible  qu'on  pourrait  déterniiner  les  quantités  a,  «,  (],  y, 
()  f,  de  la  manière  qu'elle  devient  réductible,  ce  qui  a  effectivemeut  lieu,  comme 
on  le  verra  ci-après. 

En    faisant    dans    l'équation    (h)   y{?»)  :=  —  1,    y{2)  =  x{3)  =  x(4)  —  .  .  . 
=^  y{'» — 1)  =  0,  on   obtiendra 

li.     Pour    déterminer  les   coefficiens,    faisons   dans    l'équation   (f)  /»  = 
1,  2,  3,  . .  .  m,  et  nous  aurons  les  équations  suivantes: 

x{i)=  —  y.  v'(i)  —  y>(2)  —  1^'.  nP)  —  26'v'(4) 

0  =  «'.  u(l)  +  y-ni2)  +  2y'^i3)  +  ^<)'ip(4)  +  3^'V'(5) 
0  =2«'4'(2)+  |p".if(3)  +  3;''V'(4)  +  lf)'./.(5)  +  4é'./'(6) 
0  =3«'.if(3)+  |,^'.t^(4)  4-  4;/'V'(5)  +  |()'»/'(6)  +  5é'jf'(7) 


0  =  {w  —  3)a'.  i^'(/w — 3)  4-  (m— 1.)/5'.  i/j(»i— 2)  +  {m—2)y'  f{m—i) 

0  =  (/»  —  2)«'.  i/(/rt— 2)  +  (m— 1),5'.  ip{jH—l) 

1  rz3  (w  —  l)u'.  ii'{m — 1). 
En  éliminant  on  trouvera: 

w — 1       a' 
V'(în  —  2)  = ^^ — — -!-- 

^^  ''  (m-l)(m-2)(m-3)       a'^  (/n-l)(m-3)      a'^  " 

Pour  exprimer  le  coefficient  général,  faisons  li  =  fi-^')-     On  tire  de  là 
„,_^/„^     .,_  '(/!(«)        ■„_    d'An)         y  __    d^fja)  d^fja) 

Cela  posé,  on  aura  en  général 

».       #-'/(»)  #'-y(g)  rfp-'^'^g  i 

1.2.3.(A-l)rfa'-»    ■   1.2...(*'-ÂM«*'-'--  ■  ■  ■  1.2...(/;-A(''))rffl;'-*'"'  ) 

la  cliaracteristique  2  ayant  la  même  signification  que  dans  l'équation  (d). 
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Ayant  ainsi  trouvé  xp(7n — p),  on  aura  y(0),   (f{l),   (f{2)  par  les   équations 
(g)  et  x(l)  par  l'équation 

;^(l)  =  -^r(«).V'(l)-4^.V(2)-|.^.t^(3)-2.^g.V.(4)    .    .(1) 

' 

(j--a)'V^ 
On  a  7w  ^  2,   donc 


/F^=*<'"/^+"<"/fï+*<^'/w+'<"/(^ 


)/i? 


— i/y? 


-^(1) 


Wl)  =  J_  = ^ : 

^^  ^    ^  /(«) 

'?(2)=     ' 


•x*</jr 


En  substituant  ces  valeurs,  on  obtiendra 

(x-a)V/ï-  "~"  fa        J  Vfx  "'    ~Và'JWJ^  "^  'f^'J~Vfx 

1    /'"  f__!!f_ V^/J 

^   Ja  J  (s-a)i/fx  {x-a).fa 

Si  «  =  0,  on  a 

/'   rfj      5         /*xdx  1     £       fx'^dx  ,      p       /•  rfx    \/R 
x'i\/Ji           2^'J  x/R         ^'J    VR          '^"^'JxVR  a.r 

16.  Par  la  forme  qu'on  a  trouvée  pour  les  quantités  1/(1),  if(2)  etc.  il  est 
évident  que  l'équation  (i)  peut  toujours  être  employée,  si  non  «'  =  0;  mais 
dans  ce  cas  elle  devient  illusoire  à  cause  des  coefficiens  infinis.  Il  faut  donc 
considérer  ce  cas  séparément.  Or  «'  étant  =:  0,  on  a  x{»0  =  0?  ^^^^  l'équa- 
tion (11)  prend  la  forme  suivante. 

*         V  x-«    ~   (x-a)^   ~    ■    ~    (x-a)™/ 

OÙ  l'on  a  mis  w-j-l  à  la  place  de  ?n. 
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Dans  cette  équation  on  peut  taire  /«  =  1.     Donc  il  est  dans  ce  cas  tou- 
jours  possible  d'exprimer  l'intégrale    / —      ^        par    les    trois    intégrales 

yVjr  rxds  à'x-'-ds 

VR'    J  V  R'    J  VR 

Pour  achever  la  réduction,   faisons    y{in)^=i — 1,   ;f((l)  =  x(2)  =  x(3)  = 
etc.  :=:  0.     Par  là  on  obtiendra: 

*         \  x-a    ~  (x-«)2   ~  •  •  ■"    (x-ayn  ] 

En  faisant  maintenant  dans  l'équation  (()  p  =  i,  2,  3  .  . .  m,  on   obtiendra 
les  équations  suivantes: 

0  =  y.H^)  H-  r'-H^)  + 1'5'-'/  (3)  +  26'.t^(4) 

0  =  y'.Hi2)  +  2;''.v  (3)  +  |rV.v(4)  +  3.'.if(5) 
0  =  |,."..(3)  +  3y'M^)  +  l^'.v (5)  4-  4.'.v'(6) 


0  =  (tw— |)(5'ii'(/« — 3)-j-(m— 3);''.i/'(w— 2)4-(7K — ^)ô'.\p{m—l)-\-{m—2)t'.\p(:m) 
0  =  (w— |),;'i!  (w— 2)-}-(;«— 2)/'.»/(»î— l)+(?w — |)(5'.i^(m) 

0  =  (/«— !),>'' e'^/«—l)+(w—l);''.i'  (/h) 

1  =:  (m—^)-j'tf{ni). 

De  ces  équations  on  tirera  eu  éliminant: 
1 


xpim)= 


{'n-m' 


I       *\  ('«-t)  y' 


(/n-4)  5' 


etc. 
Le  coefficient  général  peut  s'exprimer  de  la  manière  suivante: 

iiY/H — v\-=^ — " — ^  ■ 

1.2..W«i  ■  1.2..(A--/.-+l)rf«*-*+i    ■  ■  ■    l.2..(;j-)K"'+l)r/«i'-^<"'+i 

17.      L'équation  (I')  a  lieu  si  «'  =  0,  c'est-à-dire  si  a-\-i^u-\-yà^ -\-ào?-\- 
fa*  =  0.     11  suit  de  là  que  .r — a  est  facteur  de  B.     Donc: 

Tome  second.  1-4 
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"Toutes  les  fois  que  x  —  a  est  facteur  de  R,  on  peut  exprimer   l'inté- 
grale   fr—^^-s  par  les  trois  intégrales  f-^,     f^     f-fl^. 

Dans   tout   autre    cas  cela  est  impossible,  car  l'équation   (h)  suppose 
m  >  1." 

Proposons  nous  de  réduire   l'intégrale  /-j ^-7^,    x  —  a  étant  facteur 

de  R.     Comme  »i  =  l,  on  a 

ation  {in)  donn( 
et  les  équations  (g) 


1  2 

L'équation  (w)  donne  li^fl)  =  ——  =.  — — - 


(2£a''+Sg) 


cf{0)  =  -im'  +  ^da)nil)  =  - 

<p(2)  =  s.wW=^- 

En  substituant  ces  valeurs  on  obtiendra: 

/'     dx (2ea2+aS)       /'ds     ,      8        ^xài     .      2s      Px-^dx 2         v^^ 
(x-a)//?                      ~pa           J  VR  '^Ta'J  V  R  ~^T^'J  \/ R         fa  '  ~J^' 
Soit                   R^(x  —  a){x—a%T  —  a"){x  —  a'")  =z  f{x), 
on  aura 

d=^  —  {a -\- a'  -\- a"  -\-  a'"),  e  z=  1,  f>{x)  =  {x—a'){x — a"){x—a"')  +  . . . 

f'a  =  {a—a')(a—a''){a — «'"). 
En  faisant  ces  substitutions  on  aura: 

/'      dx a'^+a(a'+a''+a"')         /'dx   a+a'+a"+a"'  Pxdx 

{x-a)^  R  (a  ■a'){a-a"){a-a">)     J  V  R  {a-a')  (an")  (a-a'")    J  \/ R 

,     2 Çx-^dx 2 y/ -g 

"•"    (a-a'){a-ai'){a-a"')     J    \/ R  {a-a')(a-a"){a-a"')        x-a 

18.     Cherchons  maintenant  à  trouver  une  relation  entre  des  intégrales  de 


/'     dx 
(x-a)\/R 


la  forme 

Pour  cela  faisons 


En   différentiant,  on  voit  aisément  que   la  forme   la  plus   générale  qu'on 
puisse  donner  à  Q,  est  de  supposer 


^ 
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jc-a  x-a'         x-a"         x-a"> 

X  —  «,  X — fl',  X — a",  X  —  a"'  étant  les  quatre  facteurs  de  R. 
On  a  donc 

etc.  trouvées  plus  haut: 

[x-a)VR 

/S.9(0)  ,     8^9(1)   ,    5-9(2)  ,    S^(3)\    /:£«^^,    ris.çÇO)   .    2£.9(1)  ,    2s.9(2)|    2£.9(3)\    /Vr^ 
"'"V/'a    ~    /'a'      '     /'fl"     '     f'a'"JJ  /^    '    V  /'«       '      /'a'      ""    f'a"    "^   /'«'"  /!/    \/ R 

=  Vr\       -^'^  + =^^+ ^^+ ^^  • 

"^         I      X  — a        '  X  — fl'         '  x-a»  '  x-fl'»         j 

On  a  donc 

fa    '  fa'    '  fa"  '  /'«'"  ' 

^(2fa*+«(5)  +  ^'(26o'-H-aVy)  +  A''{2ia"''+a'ô)-\-A'"{2ta"'''-\-a"'ô)=0, 

A  +  A'-\-A"-\-  A'"  =  0. 

Ou  voit  par  là  qu'on  peut  faire  une  quelconque  des  quantités  A,  A'  etc.  =  0. 
Soit  par  exemple  A'"=  0,  on  aura 

A"  =  —  A  —  A' 
^.(2^(g^— «"^)4-(5(«— fl"))  +  ^'(26(G'''— «"^)  +  (y(o'— «"))  =  0; 
donc 

en  faisant        A^2({a'''^ — «'^)+(5(a''— «')=:(«" — «')(«»+«' — a — «'"), 
et  de  là  A"=:2t(a''^  —  a'^)-\-f){a'  —  a)=z{a'  —  a){a'-{-a — a" — a'"). 

On  en  déduit 

f;(0)  =  lia  —  «')(«  —  «")(«  —  «'")(«'  —  «")(«'  +  «"  —  «r  —  «'") 
f/(l)  =  ^(rt'  —  a){a'—a"){a'—  a"'){a"  —  cr)(c  +  a"  —  a'  —  a'") 
q{2)  =  Ua"—  a){a"  —  a'){a"—  a'"){a  —  a'){o  +  «'  —  «"  —  a'") 

14* 
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Cette  équation  contient,  comme  on  voit,  une  relation  entre  trois  quelcon- 
ques des  quatre  intégrales  » 

/dx  r      dx  d*      dx  P       dx 

{x-a)VR  '     J{x-a')s/R'     J (x-a")V R'     J  {x-a"')s/ R  ' 

d'où  il  suit  qu'on  en  peut  déterminer  deux  par  les  deux  autres. 

10.     Proposons-nous  maintenant  de  trouver  les   relations  qui  doivent  ex- 
ister entre  les  quantités  f;^(0),  q{i),  (f{2)  pour  que  l'expression 

/dx 
(x-a)\/  Il 

On  voit  aisément  par  ce  qui  précède  que  x  —  a  doit  être  un  facteur  de  H. 
On  peut  donc  à  cause  de  l'équation  (n)  faire: 

.(o).y^+.(i)./^+,<£),/:$^ 

—  "^  J  (x-a)VR  "^ ^'  J {x-a')s/R  +^^^-  V^  +  -^:^)  " 

En  substituant  les  valeurs  de  /l— ^^-—  et  /-—!^——  données  par  l'équation 

•/   {x-a)v  11         •/  (x-a  )\  ti 

du  No.  17  on  obtiendra: 

On  a  donc: 

(p{0)  —  :^B{2fa^-\-ad)--^B'{2fa'^-\-a'd)=0 

,^-(2)+    .{B-\-B')  =  0. 
Eu  éliminant  B -\- B'  entre  les  deux  dernières  équations  on  aura  : 

SLs.if{l)—è.^{2)  =  0,   d'où  r;(2)  =  -^.f/(l). 

Voilà  donc  la  relation  qui  doit  avoir  lieu  entre  y(2)  et  (f{\). 
En  faisant  <f  (1)  =  0  et  (t{0)=  1,  on  aura 

,,(2)  =  Q,  B'  =  —  B,\  =  \B{2i{(i'  —  (n  -f  ()(«  —  «')) 

B= ^ r  =  —  B' 

{a-a'){a-\-a'-a''-a"') 

Donc  en  substituant: 


=  0. 
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yVj_ (a-a''){a-a"')       Ç      ds  ,     (a' -a")(a' -a'"')       à*      dx 

\/ R         (a"+«"'-fl-ff')     »/{s-a)\/R'      {a"+a"'-a-a')     J  (x-fl')\/^ 

'     (n+«'-a"-a"')(j.-a)(x-a') 
Si  Ton  fait  ç(0)  =  0  et  ç(2)=  1,   ou  aura: 

fi(2^(«'— «'-)  +  (5(«— a')  — (2«'''  +  «'.-)  =  0 

d'où  Ton  tire 

n a'{a>-a-a"-a"') 

{a+a'-a''-a"')(a-a') 

n, a(a-a'-a"-a"') 

{a+a'-a"-a"'){a'-a) 

En  substituant  ces  valeurs  ou  obtiendra: 

/x^dx  j,\Sj   à'xdx  a'(a'-a-a"-a"').f'a  P      dx 

s/R    ~^  ^  J~VR           2(«'-a)(a  +  «'-«"-e"')  '  J  {x-d)\/ R 

■       a{a-a'-a"-a"').f'a'  à*      dx 

'     2(a-rt')(fl  +  fl'-a"-c"')  J  (x-a')'/R 

\/R  /  a'{a'-a-a"-a"') a{a-a'-a''-a"')  \ 

{a-a'){a+a' -a''-a"')      \          x-a  x-a'          ) 

20.     Par  ce  qui  précède  on  voit  qu'on  peut  exprimer  i-^^  par  les  l'in- 

%J  y  R 

tégrales  /- — ^-7-=r  et  /- f  ,  „  ;  mais   cela  n^a  pas  lieu  par  rapport  aux  in- 

•/  {x-a)Y R        »I  {x-a)vR  i  ii 

tégrales  i       ^   et  /^^.      C'est  seulement  l'expression    g— — ^-| ./-fS. 

'^         J   \/R        J  VR  J    VR        'i.J  VR 

qu'on  peut  exprimer  de  cette  manière.  Dans  le  cas  où  «-(-«'  =  «"-{-«'"  les 
deux  équations  du  numéro  précédent  deviennent  illusoires,  et  alors  c'est  seule- 
ment l'équation  du  numéro  17  qui  peut  avoir  lieu.     Dans  ce  même  cas  on  peut 

y*      dx 
; etc.     Savoir  en  mul- 
(x-a)\/  R 

tipliant  une  des  équations  du  numéro  précédent  par  a-\-  a'  —  a"  —  a'"  on 
obtiendra 

^  ^^  'J{x-a)\/R~^  '^  'J{x-a')s/R  {x-a){x-a')' 

ou  bien,  puisque  a  —  a"'z=a"  —  a'  et  a'  —  «'"  =  a"  —  a, 

/'      dx  ,     /*      dx 2v/J? 

{x-a)V R    ~^J  {x-a'WR  {a"-a){a"-a'){x-a){x-a') 

R  =  {x  —  a){x  —  a'){x — a"){x  —  a  —  a' -fa"). 
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21.     Nous  avons  maintenant  épuisé  le  sujet  de  ce  chapitre,  savoir  de  ré- 

y*Pdx 
autant  que  possible    par  des   fonctions  algébriques,    et 

nous  avons  donné   des  équations  par  lesquelles   on  peut  avec  toute  la  facilité 
possible  réduire  une  intégrale  proposée  quelconque  de  la  forme  précédente. 

Reprenons  les  résultats  généraux 

/Pdx 
- — p-  est  toujours 

,  j      ^., ,  .   ^ ,        ,  ['dx  Pxdx  t'x'^dx 

réductible  aux  intégrales  y—,    J-^,    J-^W- 

/Pdx 
—-—  est  réduc- 
Y  R 

à*dx  i*  xdx  fx'^dx 

tible  aux   intégrales    i—r-^-,     I    .  „  ,     /  et  à  des  intégrales  de  la  forme 

«/  Y  R       •/    Y  R         •/     Y  R 

/'      dx 
[x-a)\/' R 

/dx 
- — r — -—     est     réductible 
{x-a)'"\/R 

/'dx  /*xdx  à'x'^dx 

— — ,      / — — ,      #  ,  mais  dans  tout  autre  cas  cela  est 

impossible. 

4.  Il   est   impossible   de   trouver  une  relation  entre  plusieurs  intégrales  de  la 

forme  / si  non  x — a  est  un  facteur  de  R,  mais  alors  on  peut  trou- 

«/  {x-a)\/ R 

ver  une  relation  entre  trois  intégrales  de  cette  forme;  si  de  plus  fl-j-«'=:^ 
a"  -\-  a'",  on  peut  trouver  une  relation  entre  deux  d'elles. 

5.  L'intégrale   / — ^  peut  s'exprimer  par  deux  intégrales  de  la  forme  /- — -^^-— , 

"        J  \/  R    r  I  r  .  ^  {x-a)\/  R 

X — a   étant  un  facteur   de   R,  si  non   a-]-a'^=a" -\-a"'.      Les    intégrales 

/xdx            à*  x'^dx  -  •      ■         1  \ 
et  / au  contraire  ne  peuvent  pas  être  exprimées  de  cette  manière 
Y  R         J    Y^  R 

CHAPITRE    II. 

/Pdx 
par  des  fonctions  logarithmiques. 

/Pdx 

par  des  fonctions  algébriques,  et  nous  avons  trouvé   que  son  intégration  exige 

/dx  t*  xdx         fx'^dx  f      dx 

Vr^   Jvr'  7-7^^*71^:^)7^'^"'^" 
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général  sont  irréductibles  par  des  fonctions  algébriques.  Dans  ce  chapitre  nous 
ciiercberons  les  relations  qu'on  peut  obtenir  entre  ces  quatres  intégrales  par 
des  fonctions  logarithmiques.  Pour  cela  il  faut  trouver  la  fonction  logarithmi- 
que la  plus  générale,  dont  la  différentielle  est  déconiposable  en  termes  de  la  forme 

As^.dx  A.dx        _ 

VR     '       (x-a)'".  ^R  ' 
car  en  intégrant  la  différentielle  ainsi  décomposée  et    faisant  usage  des  réduc- 
tions du  chapitre   précédent,   on  obtiendra  la  relation    la    plus    générale   qu'on 
puisse   trouver   par   des  fonctions  logarithmiques    entre   les   quatre   intégrales 
proposées. 

25.     On  peut  se  convaincre  aisément  que  la  fonction   logarithmique  cher- 
chée doit  avoir  la  forme  suivante: 

T  =  A.\o^(P+QVR)  +  A'.\o^{P'JrQ'VH) 
+  A" .  log  {P" + Q"VR)  + . . .  -f  ^«^"^  log  (PC)  -f  Q^"YH) 
P,  Q,  P',    Q'   etc.  étant  des  fonctions  entières  de  x  et  A,  A'  etc.  des  coeffi- 
ciens  constants. 

Considérons  un  terme  quelconque   7" rrr  J. log (P-j-ipl/iÇ).      En   différen- 
tiant  on  aura: 

dT=A.—  ^^ 


P+qVR 
ou  bien,  en  multipliant  en  haut  et  en  bas  par  P  —  Q\^R, 

flT  =  A    ^^^-g(^^g+^g^-ff)    t  j  lPQdR+{Pdq-QdP)R 

d'où  l'on  tire 

T=A.  lao- (p-'—O-R)  -4-  A  f'iP^dR+(Pdq-qdP)R 

2       "*■  ■        ^      '^     J         {P-^-q^R).^R 
Il  est  aisé  de  voir  qu'on  peut  faire  abstraction  du  premier  terme  de  elT  qui  est 

rationnel,  et  qui  donne  dans  la  valeur  de  T  le  terme  -^  .  log  (/*-  —  Q^R)-    en 

retranchant  donc  ce  terme  de  T,  il  restera 

A.\o^{P  +  QVR)-^  log(P^-(?^/?)  =  4  log(-|±|^). 

On  peut  donc  faire 

"Vp-Qv//?/"        ^\P'-qwR'^ 
La  différentielle  de  cette  expression  ne  contient  aucune  partie  rationnelle: 
et  on  aura  en  différentiant  : 
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.     PQdR  +  2iPdQ-QdP)R   ^  j,   P'Q'dR+2{P'd(l--QdP')R    ,    ^,„       . 
'^'   —^"         {P^-Q^R^R         '"^  (,P'^-q-^R)VR  "*" 

v/fl 
Pour  trouver  «$',  considérons  le  ternie 

.    PQdR+2(PdQ-QdP).R  JW        dx 

{P^-Q-^R)V^R  i\'  '    /^  ' 

De  là  on  tire 

N  P^Q^R 

En  différeutiant   N=P^  —  Q-R  on  aura 

dN=^2PdP  —  2QdQ.R  —  Q^dn, 
d'où  PrfiV=z:  2P^dP—2PQdQ.  H  —  Q^P.dR, 

et  en  substituant  pour  P-   sa  valeur  i>r4"  C^'^''' 

PdN  =  2NdP  +  2Q^RdP — 2P(?/? .  (/j^  —  Q^P .  dR  : 
c'est-à-dire  : 

>2N^-P.^ 

dx  dx   PQ.dR+2{PdQ-qdP).R  . 

2N.J^-P.^ 
donc:  i»/=^.^ ^^^ —,  N=P"--Q"-R. 

24.     Par  la  valeur   qu'on    vient    de    trouver    pour    31,    on  voit    que    si 

(^ — o)-  est  un   diviseur  de  iV,   {x — «)""-'    doit  être   diviseur  de  M:   donc  ~ 

ne  peut  contenir  aucun  terme  de  la  forme  - — ^,  m  étant  plus  grand  que  l'unité. 

Les  termes  fractionnaires  contenus  dans  la   fonction   ^  sont  donc  tous   de  la 

forme  — .     Si  de  plus  .r — a  était  un   facteur   de  R,  il   le  serait  aussi  de  I*, 

x-a 

donc  dans  ce   cas  BI  et  N  auraient  x — a   pour  facteur  commun.      Donc  -^ 

ne  peut  contenir  aucun  terme  de  la  forme  -,  x—a  étant  un  facteur  de  R. 

»  x-a 

Pour  trouver  la  forme  de  la  partie  entière  de  ^,   supposons   que    P    est 

im  polynôme  du  degré  m,  et  Q  du  degré  w. 
Il  faut  distinguer  trois  cas 

1.  si  »n >  w  4-  2,     2.  si  m<7i-\-  2,     3.  si  m  =  ii  -{-  2. 
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I.  Si  m  >  w  -f-  2,  N  est  du  degré  £w,  et  Jf  du  degré  m  -f-  »  -j-  3,  donc 

'—  est   tout  au    plus  du    degré  0,  donc  la  seule  partie  entière  (iiii  peut  y  être 

eontenue,  est  uue  quantité  constante. 

*2.  Si  m  <//  -\-2,  y  est  du  degré  2n  -f  4,   et  M  du   degré  h  +  m  +  3, 

doue     -jr^  est  tout  au  plus  du  degré  0,  et  par  conséquent  sa  partie  entière  une 

constante. 

3.  Si  m  =  n  -\-  2,    N  peut  être  d'un  degré  quelconque  moindre  que   2m. 
Soit  donc  N  du  degré  /i,  on  voit  que  I\f  est  tout  au  plus  du  degré  //+'" — 1 — " 

=  ,(/-|-l'  ^'  "<'"  ((=2y/-)-4;  car  alors   71/  est  du  degré  /(   et  ~  du  degré  0. 

Donc  dajis  ce  «;as,  —  est  tout  au  plus  du  degré  1,  et  sa   partie  entière  de  la 
l'orme  Bx  -j-  B'. 

De  ce  qui  précède    il    suit  que  ^    est  toujours  de  la  forme 

A'^  '     x-a     '      jT-fl      '     x-a"     ' 

.1- — n,  X — a',  X-  -  a",  .  . .  n'étant  point  des  facteurs  de  B. 

/x'~dx 
—— -  est  a])solument  irréductible  dans  tous 

les  cas;    elle   constitue   donc  une   fonction  transcendante  paiticulière.     D'après 

la  valeur  de  -—  il  est  aisé  de  conclure  (rue  —    a  la  même  forme. 

N  ^         dx 

Soit  donc 

dx  V       '  '     x-a     '     x-a'     '     x-a"     '  '     j..„(0  /       y/^ 

d'où 

J  VR^     J  VR^      J  {x-a)VR  ^       ^  ^  •  J  (j._«(rV7î 
Voilà  donc  la  relation  la  plus  générale  qu'on  puisse  trouver  entre  les    in- 
tégrales proposées. 

2o.     Pour  appliquer  l'équation  précédente,  je  vais  résoudre  les  cinq  pro- 
blèmes suivants: 

1.  Exprimer  les    deux  intégrales  /— ^  et   /iflillu^   p^^  le    plus    petit 

nombre  possible  d'intégrales  de  la  forme  / 

"  J  {x-aWR 

Tome  second.  JK 
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-— — -    au  plus  petit  nombre  possible    d'intégrales 


(le    la  forme  / — ,  P  étant  une  fonction  algébrique  fractionnaire  de  x,  et 

•/  {x-a)s/R 

l'intégrale  déconiposable  en  termes  de  la  forme   f      "^      ■ 

5.    Quel  est  le  nombre  le  plus  petit  d'intégrales  elliptiques  entre  lesipiel- 
les  on  peut  trouver  une  relation. 

-i — -^ —    qui    sont   inté- 

grables  par  des  logaritlimes. 

5.  Trouver  toutes  les  intégrales  de  la  iorme   /- — ^^tt^'^*  peuvent  s'ex- 

primer  par  les  intégrales  J-f„   *^^  J'^/^  ""  '"oy^"  ^es  logarithmes. 


Problème  I"". 
Y)x 


/(k+lc')x 
y  jf      par  le  plus  petit  nombre  possible  d'intégrales  de  la  forme 

f      dx 

26.  Soient  7^  Q,  P.,  Q',  P",  Q",  .  . .  PW,  Q'^-)  respectivement  du  degré 
m,  11,  m',  n',  m",  ii",  . .  .  m''''\  7i(''\  ces  quantités  contiennent  ni-\-ti-{-m'-\-7i' . . . 
_L  ^W  _|_  ni'-)  -|_  ;•  _|_  1  coefficiens  indéterminés.  De  plus  les  coeflTiciens  A, 
A', .. .  .4''"'  sont  au  nombre  de  r-\-  1.  On  a  donc  en  tout  m-\-n-\-in'-{-)i' .  .  . 
_L  jfiO)  _|_  y^i»-)  -|-  2;-  -j-  2  =  a'  coefficiens  indéterminés. 
Supposons  que  des  quantités  m,  m',  m" .  . .  ?«W  on  a 

m  =  n-{-  2,  m'  =  n'  -f  2,  etc.  /w^p-^)  =  w'^'-^^  +  2 
v,(p)  >  //(p)  -\-  2,  m<P+'-^  >  11"'+^^  +  2  etc.  m^+p'-i)  >  ?<(/'+/'■-»)  +  2  " 

m^p+p)  <  ?i^P+P')  4-  2,  etc.  ?mW  <  ?iW  +  2. 
11  suit  de  là  que 

N  est  du  degré  2m 

A' 2.m> 

N" 2m" 

iVt^^i)    _      _   2?h'''-i) 
iY'W 2»2W 
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jy(p+p-i)  est  du  degré  2m(''+P -^'> 

NiJ^p) 2?i(p+p  ) -\- 4: 

lif(p+p-+i) 2n(p+p'+^^-l-4 

iVr-) 2«(0  +  4. 

De  là  on  voit  que 

=  k  +  k'x  + 1 : '. =  S 

D+J)^x  H-  D.^x^  +.  ..  +  D.^  x' 

où  r  =  2m 4- 2ffi' -\-2m''-\-...-\- 2in'P+P  -^) -f- 2)t'P+P'^  +  2«^^+''+')  +  •  •  ■  +  S??"^'" ' 

+  4{;'—;>— />'+!)   et  ;•'  <  „. 

Puisqu'on  a  «'  coefficiens  indéterminés,  on  peut  faire  en  sorte  que  S  de- 
vienne de  la  forme: 

A-  et  k'  étant  quelconques. 

On  peut  donc  exprimer  J       /j^  ^  par  r  —  «'  +  2  intégrales  de  la  forme 

y*       dx 
(xa)\/Jt 

Il    faut   maintenant   déterminer  m,  n,  m',  n'  etc.   et  r   de  manière  que  la 
quantité  v  —  a'  -\-2  devienne  aussi  petite  que  possible. 
On  a  «'  =  2m  +  2?»'  -|-  27m"  -{-...-)-  2mfp-^''  —  2p 

-f-  m'P'  -\-  >i'P'  -f-  7n'P+^'  -|-  »'p+i'  -|-  . . .  -j-  w'')  -}-  2?-  +  2. 
Donc  V  —  «'+  2  =  w/''"'  4-  m'p+^'>  -|-  ?»'>+=>  _(-..._)_  m'p+P-^) 

—  «'?,) ;/(;'+ll  —  ,i(p+-^>  —  ... >/?+?' -1) 

—  m'P+P)  —  wj(>+p'+i)  — —  jn(r) 

-j-  n(p+f^  +  ?/p+p+i  14- -|_  ,,(■■) 

-  * 

+  4(r— />  —  ;/+  1)  —  27-  +  2/>. 

On  voit  sans  peine  que  cette  expression  devient  la  plus  petite,  en 
faisant  ;/  =:  0  et  ?•  =;>  —  1.  On  obtiendra  donc  r  —  «'  -\-  2  =  2,  r  restant 
arbitraire. 

»  M  ^  ■}• 

10   ' 
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Il  suit  de  là  qu'on  peut  faire: 


x-a 


En  multipliant  par  — —  et  intégrant,  on  aura 


VB.  ./  {x-a\VR  ^  J  (x-a>\\, 


VB.  J  {x-a)\/R  J  {x-a')\/R 

27.     Comme  r   est  arbitraire,   il  est   le  plus  simple   de  faire  /■  =r  0  ce 
qui  donne 

De  plus,  comme  n  est  arbitraire,  soit  n  ■=  0,  d'où  ni  =  n  -\-2  =  2. 
Faisons  donc 

P==f-{-f(y>.x-\-f(V.x\  et  Q=l; 
on  aura  N  =P^  —  Q^  =  (/  +  f^^\x  +  f^^)  .xy  —  H, 

3I=a(2N.^-P.^)  =  A.(p.^  -2R.^) 
\  as  dx  y  \        ax  dx  / 

Soit  N=D-\-D^x-\-  D.^x% 

on  aura  D  ■=.f-  —  a, 

0=  2/'(^)./'^*)  — «5', 
De  ces  équations   on  tire     /"<^*'  =  '\^t,  f^'^^  =  — 


On  a  de  plus 

M=  A  .(2{D-{-D,x-\-D^x^){f(')-{-2f(-'')x)  —  {D^-\-2D^x)(f-^fO)x-\-fW^--'}) 

=  C+C^x  +  C^x""  +  C^x\ 
On  tire  de  là  C  =  2ADf('^  —  AB,f 

C,  =  4ADf(^^  +  ADJ(^)—2ADJ, 
C,  =  5ADfm  =  5ADyf, 
C,  =  2AI)jm  =  2AI)yi. 
Donc 

M  C+C^x+C.^x'^  +  C^x^  _C3_      ,     C^D^—  C^D^    ,  C'+C'^x 

W  D+Jj^x+D.^x^       "~^*^~'  n\         '"  n+n^x+n^x^  ' 

où  l'on  a  fait  pour  abréger 
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et    c—  2A£i£s^zz^i£iL  =  c'. 

Soit  ^  =  k',    et^^À^fi^  =  k. 

Ou  aura  en  substituant  les  valeurs  de  C^,  C^,  D^  et  D^ 


"2  2  ■    />.^   ~   2  ■    /(i)'  +  2/(2)— Y 


/> 


En  substituant  les  valeurs  de  /"(')  et  de  /"(*)  on  eu  tirera 

-.__  X-(S'— 4ôY)+2/t-'£^ 
'^  2(6/-'— 4si-)-v^s 

Connaissant  /'  on  aura 

D=r-a, 

n  —  _â_  f i 

* 

C\=  k^  —  k'a  —  È^—  ^hlll  f—k'f 


Soit  maintenant 


C'+C\j;         _i ,       L' 


B+B^x+D^s^  x-a     '     x-a'  ' 

on  obtiendra: 

/(k  +  k'x)dx  __     ^  p    dx  j^,  r    dx 

V R  'J  {x-a)\/R  'J(x-a')\/R 

+   277'^'    ^ 

qui  est  la  réduction  demandée. 

28.     Appliquons  cette  équation  au  cas  où  k=zO  et  k"  =  i. 
Dans  ce  cas  on  aura 
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y?  _  5Vi_  2pe 


donc 


C\  C 


D 
où  l'on  trouvera 


...^      ,_|/_^-,.|/_JL 


/>/^., 


En  substituant  ces  valeurs  on  obtiendra 

/^  =  (G  +  HVK)/^,:^^  +  (C  _  //KA-i/ç 


rfj: 


>+v''A')\/« 


ou 


8    ^  2/s  ^ 

8  2v'£ 

ç 4a8^e+^83  +  ^'^a^  — 4^y5£ 

2(5*+8^8£2 — tyS'^ê) 


„^    8   /^'£-a5-^\ 
4s  \sii-i— a82/ 

8    V478S— 8^£2_83/" 

29.     Il  faut  considérer  séparément  les  cas  dans  lesquels  quelques-uns  des 
coefficiens  K,  G,  H  deviennent  infinis. 

Si  Z>2  =  0'  o"  ^^^^ 

C-D     ^i^^i-(^2^ 


D+l),x 


C  =  2AD  .  /-(O  —  JZ)/=  ^  (^  —  ^/) 
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On  trouvera  k  = h  -;î-  •  -^s —     >!*oit  -77-  = ."?  ou  aura 

6        6  3        -f,  U^ 

Gkt—k'b 

f wr~' 

_  _A.rH-/^  +  -^-^__&^+/^+_^ , 

C  ff  ,      A         D  k'.f     .      k' 

donc  4  =  k'x  +  k  +  \^ ^1 h^, 

on  trouvera  de  plus 

D'après   la  valeur  de   ~  il  suit  qu'on  a 

/{k  +  k,j)dx r  k'      ,, rjc^ j\  1    f    dx 

4-  _L_  lo.r;        ^^^ \ 


où  l'on  a 


j. 4£Y— 82 


6^e— Jt-'S  (/■^  — a)t/s 

2Â-'£  /5  — Pv/s 

Si  l'on  fait  ^  =  0,  k'=i\,  on  aura 


n 


ou 


/xrfj   \     ,   ,  ■.     /*       dx 

VR  ~~^       ~~^''J{x+^)vR 

{~  +  ^ — x+Vt.x-^  +  VR 
+  _J_.loo-{J^! h^ 

v  v/s        2v/e 

4ey— 82  8  u.'' 

."  =  —^5: '  A'  =  —  ^  =  -^ 


85       '  ^  2e  iJ.'ô— Pe 
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On  a  donc  la  relation  suivante  entre  les  coefiRciens  «,  /?,  y,  d,  e 

oO.     Dans  ce  qui  précède  nous  avons  réduit  -— -  à  la  forme 

^+^i^  +  f^^^''+(^^^^    eu  faisant  P'—Q'R=zD  +  D,x-\-D„x\ 
n  +  D^x+D.^x'^  1112 

On  peut  aussi  le  faire  de  la  manière  suivante 

Soit  R^(^f}J^qx-\-  rx'^){p'  -\-  q'x  +  x"^) 

P  =  f{p'  +  q'x  +  x^),  Q=l, 

on  aura 

N=P^—  Q^R  =  P{p'  +  q'x-^xy—  {p'-^q'x-\-x''){j)  -\-  (jx-\-rx-) 

ou  bien 

N=  {j)'  +  q'x-\-x''){f{p'-]-(i'x  -\-  x'')  —  (p-{-qx-{-rx'^)). 

Soit  N=  {p'^q'x  +  x''){D-\-D^x-\-D^x''), 

on  aura  D  =  f^p'  —  p 

D,=  rq'-q 

Or  .  3I  =  a(p.^  —  2R.^); 

\         as  dx  / 

donc  il/=  A{p-\-qx^x-)(^f.  !!^-2{p  +  qx+rx').^) 

c'est-à-dire 

M  =  Aip'-\-  q'x  +  x''){  f^  +  2fi'x  +  3fdx^  +  4/^  .r'  —  2{p  +  qx  -f  rx''){fq'-\-2fx). 

Soit  i»/=  (/+  q'x-\-x-'){C-{-C,x-\-C^x-'-\-C^x% 

on  en  tirera  C  z=z  A{fiJ  —  2.fpq') 

C,=  A{2fy-4rp  —  2fqq') 
C^=A{3fd-Afq-2frq') 
C^^  A{4ft  —  4/"r)  =  0  à  cause  de  ?'  =  k 

Puisque  C3=0,  ou  voit  qu'il  est  impossible  de  réduire  Tintégrale/-^ — ~»~  " 

de  cette  manière,  mais  comme  /'  par  là    devient  arbitraire  on  peut  le   détenni- 

/'dx 
— —   soit  réductible   à  une    seule   intégrale  de  la  forme 
\/  R 

y*      dx  *•• 

{x-a)\/R 

Pour  cela  faisons      D-\-D^x-\- D.^x'^=.D^{x — af, 
d'oii  il  suit  que  D\  =  ADD^. 

En  substituant  les  valeurs  de  />,  D^,  D^  on  obtiendra 
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c'est-Ji-dirc 

/••»(^'2  _  4y/)  _  f\2qq'  —  4p  —  4p'r)  +  q""  —  Apr  =  0. 

Cette  équation  servira   à  déterminer  /".      Connaissant  /'  on  aura  aussi  D, 
A>j,  D^  et  a. 

Comme  31  doit  être  divisible  par  .r  —  n,  soit 

C  4-  C^x  +  C^x-"  =  (.1-  —  ff)(A-  +  k'.v)  ; 
de  là  on  tire 

r  =  —  oA-,  C,^k  —  ak\  C'a  =  A"', 
et  en  éliminant  les  quantités  k  et  A' 

savoir    ^V/* -|- ^i^' H~ '^^  0,  d'où  l'on  tire  la  valeur  de  a, 
savoir 


"=-^r±l/(3^-^-)' 


On  a 

Af  C+C^s+  C^x-^   (A-+)i-'j)(.r  — g) 

A'       D  +  n^x+n.^x'^  z>2(-ï"— «)*    ' 

donc 

M  k  +  i"'a: k'       .         k  +  ak' 


N  n^{x  —  a)  D.,     '      D^{x—a)  ' 

Soit  ——  =  1,  on  aura  k'=^D^,   donc  D^::^C^\ 

où  bien,  en  substituant  les  valeurs  de  ces  quantités, 

f-  —r  =  A.  {3fâ  —  ifq  —  2frq% 
d'où  l'on  tire 

A=     ^^-^         . 


or  â  =  i^q'  -j-  <^  ; 


donc  A  = 


_    /*— »■ 


/('?'-?) 


C 

Nous  avons  trouvé  A"  =  —  — ,  donc  en  substituant 

a 

k=  —  ^  ([^  —  2pq%  or  ,5  =pq'  +  ;yy, 
donc  k  =  ^  ipq'  —  «;/)  =    (/•'-;)(/'?'-?/''), 

donc  -A-  =  ^?'-g^' 

Tome  second.  16 
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\D^  D^J  V        '       a{rq'—q)J  (rq'—g)a  ~ 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  - ,  on  obtiendra 

"^        1+Z.     1 


N  '  x—a  ' 

donc         /'J^^-Zy_-^  +  JJogrZi^^Jti::^±£!l±i^^ 


OU 


B.=  {p-\-  qx  +  rx'^'p^  4-  q'x  +  .r^), 

^ pq'  —  qp'+(rq>  —  q).a-^ 

{rq'  —  q)a  ' 

f^q'^  —  4/>')  —  /-^(Syr/-  —  4;>  —  4;>'/-)  +  ?'  —  4/>?'  =  0. 
51.     Appliquons  cette  formule  au  cas  où  rz=  1,  q'  =  —  ^  et  p'  =p. 
On  aura 

R=^{p-{.qx-\-  .r')(p  —  qx  +  x"-) 
riq^  —  'tp)+r{2q'  +  8;;)  +  r/  — 4/>  =  0. 
On  tire  de  là  /•— .  1±'^^P  . 

On  a  «—   9-'?'-^'    —  ^+-^'      y 


2(/2  _  ^)  l_/2       2 

Eu  substituant  ici  la  valeur  de  f,  et  réduisant  on  trouvera 

a  =  ±  y  p. 

On  aura  de  même 

/('■î'-Ç)  2/y  ^(^p-q-)  ' 

La  valeur  de  L  donne 

Z  =  Ji  +  fl  =  4-  21/>. 

En  substituant  les  valeurs  trouvées,  on  obtiendra 

dx  ^^.     P  dx 


f ^± =  21/»  /— 

•/  V{{p-^q^+^'^){p—qx-^x-^-)'\  '  J  {x- 


■y/p)\/{{p  +  qx+x'^){p  —  çj+j-2)] 


9  +  2//» 


*/  {p'qx+x'^)+  ^{^p+qx+x- 


V(Ap-q"-)        ^       9  +  2v> 


.) 


VO'-Ç-ï'+J^^) — v'(/>+çj-+J'-)  j 


v/(4;,-92) 
32.     On  peut  par  la  supposition  de  P  =  f-\- fi^^x -\- f'^'^Kr'-   réduire  lin- 

/*  dx 
— — -  de  plusieurs  autres  manières,  savoir  en  faisant  les  suppositions  J 

suivantes:  I 
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V.  N=P^  —  R  =  k{x  —  af. 

2.  N^P''~R^k{x-{-'p){x  —  af,  x-\^  étant  facteur  de  lî. 

5.  iV=/»*— /?— A"(.r*+;>ar  +  9')(d;  — «)*,  a:='+/):r4-/^  étant  facteur  de  H. 

Le  troisième   cas  est  celui  que  nous  avons   traité;   considérons    encore 
le  premier. 
On  a 

(/'+  f'^  +  f^'^f  —  («  +  i"-^  +  r^^  +  ^x^  +  ^x")  =  ^(ar  —  a)*, 
donc  f^- — ((  ^=       ka* 

2jf'  —  ct  =  —  ^ka^ 
f'^-{-2ff"  —  y=       Qka^ 
2/Y"  —  ()  =  — 4A-« 
f"^—f=       k. 

Par  ces    équations  on  peut  déterminer  les  cinq  quantités  k,  a,  f,  f',  f"; 
mais  on  peut  les  trouver  plus  facilement  de  la  mauière  suivante. 

Soit  R=^i.  {x  —p)(.v—p%v — p'>){x—p"'). 

En  substituant  dans  l'équation 

f-{-f'x-\-f''x''  =  V(k.{x—a)*-}-R) 
pour  X  les  valeurs  p,  p',  p",  p'",  on  obtiendra 

f  +  Pf'  +  P''f"  =  ip-nr.Vk 
f+P'f  +/>'*  f"  =  *  •  {p'  —  a)''.Yk 
f  +  P"f'  +  P"''f"  =  «■'  -iP"—  af.Vk 
f+P"'f'  +  P"'Y"  =  '"■  (p'"—  afYk. 
i,  i'  et  i"  désignant  le  double  signe  +. 

De  là  on  tire 

iP  -  pT  +  ip"  —  p")  •/■"  =  {{p  —  «)'  -  i{p'  —  of) .  Vk. 
En  divisant  par  p — p",  on  aura 

f,  +  (^  +^.)./-»  ^  (y-«)^-i(j»'-«)\^^ 

p — p, 

De  la  même  manière 
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De  ces  équations  on  tire  de  même 

^'  r    I    I  \r  >     \p__p,  p — p„  J  \    p — p,  p — p„      /' 

l'où  f"  =  (       ^^~")'        —        '(;>'-«)'        _L         i'{p"-a)^      \  Yf.. 

^(p—p'){p-p")      {p—p'){p'—p"){p-p"){p'—p")^ 


» 

De  la  même  manière 


f«  _  (       iP—»Y  i{p'-aY         ,         i'ip'"-aY       \      .^ 

\(j,-p')ip-p"')       {p-p'){p'—p"')~{p-p"'){p'—p'")J'^ 

Donc  enfin 

{p—a)  .  \^  (^p_p,^^p  _p„^  —  (^ _^,)(^  _^„,)  ; 

i{n' aY   ( - — - ^>  =  0 

'      V  (p—p')(j>'—p")        (p^P')ip'—p"')  ^  [ 

i'[p''^a)'^  i''{p"'—a)'^ 

ip—P"){P'-P")  (p—p"'){p'-p"') 

OU  bien 

(p  —  a)^  _| i.(p'  —  a)'' 

{P—P'){p—P")ip—P"')  iP'—p){j>'—P")iP'—P"') 

!'.(p"  — «)2  I i".(p"'—ay^ 

"■      (p''—p)(p"—p'){p"—p"')    '      (p"'—p){p"'—p'){p"'—p") 

Donc  C  —  2C,«  +  C^fî"  =  0 


=  0. 


C^  P^  -I ^1?!! +  etc. 


OU 

,2  1  ipi"^ 

\P-P'){P—P"){P-P"')  (P'-P)(P'-P"){P'—P"') 

C  = P I ^P'  +  etc 

'        ip-p')ip—p"Kp-p"')       {p'—p\p'—p"){p'-p"') 

£  _- î I \ i_  etc 

*         {P—P'\P-P"){P—P"')        {p'—p)(p'-P")iP'—P"') 

Quant  à  la  valeur  de  i  de  i'  et  de  i",  on  ne  peut  faire  que  <  =  l, 
;•'  —  —  1,  i»  =  —  1,  car  dans  tout  autre  cas  on  aura  f"  =  Y^k,  ce  qui 
donne  e  =.0. 

Soit  donc  i=l,  i'  =z  —  1  et  i"  =  —  1,  on  trouvera  sans  peine 

^ 2      Pf^'  •  ^P"  "^  f'"'^  ~ ^"'^"'  ■(P'^P'^ 

■  (p—p")(p—p"'){p'—p")(j,'—p"') 

(y  ___2    pp'—p"p'" 

*  (ji>— P")(p— j!>"')(iJ'— j>")(;''— ?'") 

^    ___2  y+j,/— ;>'/— j)'" 

a  ip—p"){p—p"'){p'—p"){p'—P"') 
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donc 

{P+P'—P"  —P'")  ■  (t- — ^il^P' — PY")  ■  a  +  PP'iP" + P'") — P"p"'{p +;>')  =  0. 
(^OQuaissnnt  a,  on  aura 

p+pi — p" — p<"   '^    ' 

donc  Véquatiou  /'"- — f=k  devient 

WP^P'^P"+P"'-4ay  _  jl^.  _  ^  _        ^,^  f^,^^^^^  ^  _ 
L\     p  +  p' — P" — p'"     /  J  ' 

donc  k  = (p+p'-p"-p"r^ 

{;Àip"+p"')  —  4a]{2(p+p')—4a]  ' 

f  z=V(i  -^k)=  p+p'+p"+p"'—4a 

'  y   y     ^    f  ^/l'i{p+p')-4a][2{p"+p"')-4a]  ' 

fz=  Y{pj)<p"p'»  -\-  ka'^), 

n, p+p'+p"+p"'  +  4la 

'    ~~  2/(1 +A-) 

Il  reste  maintenant  à  déterminer  A  et  L. 

On  a  M=a(2N.^—P.^), 

V         dx  ds  y 

donc  31  =  —  Ak{x—a)\2af  •  +  4/+  (2/*'  +  Anf")x), 

et  par  suite 

jtf [^(2g/^+ 4/)  +  -^(2/'  +  4af")x] 

N  x—a 

L 


X — a  ' 


donc  A  ■=. 


ou  bien 


2(/'  +  2ff/") 

jr'^         2(/+«/'  +  «yO 
/'+2fl/" 


2v/  [(;j+/;'  — 2fl)(;j"+^"'  — 2a)] 


y  V  [2a  -  {p^p')-\s:ia  - (p"+p"')]  /  ■ 

Connaissant  ces  valeurs,  on  aura: 

/; dx j^  P dx_ 
v/[(-r — P){^—p'){x—p"){x—p")']            ^ J  {x — d).-s/\i^x—p){x—p'\x—p"){x — /;'")] 

1   j  lo„(^/+/'-^+/'^^  +  V\{x—p){x-p'){x—p"){x-p"')-\  \ 
'     °  V/+/'j:+/"jr2  —y  [^a:—pXx—p')(x—p"){x—p"')'}  J' 


Donc 
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33.  Appliquons  cette  équation  aux  cas  suivants  : 

1.  p'  z=z  —  p,  p'"  =  —  p". 

2.  p"=  —  p,  p'"  =  —  p'. 
Dans  le  premier  cas  on  aura 

^— ~4^'    ^  — a ' 

f"  =  —  1,  /•'  =  0,  /■=  pp",  a  =  0. 
Donc  A  et  L  sont  infinis. 

Dans  le  second  cas,  on  aura 

a  =  y^pp' 
4  — 1    \ —  \ r  —  01/mh' 

f,,  _     '^^pp'        /•'  =  —     ^P'^P')'^        f  —    '^PP'  ^PP' 
P  =  (p-^)v-\  i^PP'Vpp' — (p +Pf  ■  -^  +  ^^PP' •  •*•')• 

Donc  ^-^''S(i^)  =  j~-^rctg.-^^, 

et  enfin 

_  ^_ .  arc  t-.  (     (p-P')-^\i^''-P''){^''-P'-^)']     \  . 

On  a  (ar^— p*)(^*— ^'^)  =  (.r— />)(.r— ;^')(^+i^)(-^  +  /'') 

=  (.r^  —  (^4.p')^4.;,^')(.r^+(;,+/>')^-+/'/'')- 
Soit  />-(-;^'  =  q,  et  ^/>'  =  r,  on  aura: 

//-  —  qp-\-rr=0, 

P=h^-\-  iViq"'  -  4r),  p'  =  hq-  hViq'  —  4r) 
p — p'  =  Y{q'^  —  4?-),  Ypp'  ^=Yr. 
Donc 
f ^-^  ^  21/,.  f_ ^ï 

^    \/{{x'^  +  qx  +  r'}{x^  —  qx^r)'\  '       J  {x—\/ r){\/\l^x^-vqx+r){x'^  —qx+r)\ 

1  ^,jt„   /v-(y^-4/).t/[(x^+yj+0(x'-g.r+/)]\ 

v/(ç2 — 4,-)  ■  »■  V         2/-V//-  — ç'^J-  +  2\//-.x2  /■ 

la  même  formule  qu'on  a  trouvée  plus  haut,  mais  sous  une  autre  forme. 

34.  Il   est   a  remarquer   qu'on  peut  toujours  supposer  que  P  n'a  aucun 
facteur  commun  avec  B.  ;  car  soit  R  =  R.  ?■  et  P  =  P'r,  on  aura  : 
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~    ^  \  P' .  V r  —  q^ R'  )  ~"^      "^y  {PW r—Qv RT  ^ 

^         ^P'-r+Q-R'  +  'iP'qvrR'\,^jP"+qwR\ 
^  '"yp'^r+q^R'—'iP'qvrR'J     ^    ^kp—q^^rP 

dans  laquelle    expression  P"  ^  P'-j-  +  j^-/»''  et  j^'  =  2P'Q;   et  il    est    visible 
que  P"  n'a  point  de  facteurs  eouiuiuns  avec  R;  donc  etc. 

Voilà  la  raison  par  laquelle  nous  avons  trouvé  la  même  formule  de  réduc- 

— -,  soit  en  supposant  P  facteur  de  H,  soit  non.    Néan- 

moins  il  est  utile  de  supposer  P  facteur  de  R,  car  les  calculs  deviennent  par 
là  plus  simples. 

Problème  II. 

trouver  les  conditions  nécessaires  pour  que 

jm  +  l(m-l)  .j,«.-l  +  ...  +  l's  +1     '      ^R  •     ^S  \P—qy'R)  ' 

3o.     On  peut  se  convaincre  aisément  par  un  raisonnement  analogue  à  celui 
(ju'on  a  employé  dans  le  problème  précédent,  qu'on  doit  faire 

Q=ze-\-  e<i)..r  +  <'W.a.-^  +  •  •  •  +  p("-*>..r"-'  +  x^ 
P:=f-\-  /Hi)..r-f/\2),;t--  4- .  . .  -]-/-(«+i)..ï''+'  _!_/■( "+--';..i.«+2 

«  étant  un  nombre  entier  quelconque  qui  satisfait  à  la  condition: 

2w  +  4  >  m. 
Soit     .1-"' -f  /""-*' .  .r'"-'  -f-  .  .  .  -j-  /'x-{-  /=  {.r—o){x—a')(x—a") . . . (.r— oi'-'-V)). 

Pour    que   -4r  soit  réductible  à  la  forme: 

'        N 


j;m  _,.  /(m-i>.j.m-i  +  _  _  ^  /  (j. — a){x—a'){x—a")  .  . .  (x — aC"-')) 

il  est  clair,  selon  ce  qu'on  a  vu  précédemment,  (juon  doit  faire 

.V=  p-^  —  Q-'-R  =  C{.r—a)i>-{x—aY{x~n'Y' .  .  .  (.r— rt("'-»')l^'"  ''  =  C'.6'  .   (1) 
où  2ii -\-  A  =  ^1  -{-  ft'  +  /("  -f-  .  .  .  +  /(»"■->). 

11  s'agit  maintenant  de  satisfaire  à  cette  équation. 

Première  méthode. 

56.     Supposons  que  {x — uY{x — a'Y'  .  . .  {x — «("-i))!^'""') 
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on  aura 

=  (f-\-  /■(!) .  a;  +  f^-'Kx^  +  . .  .  +/'(''+^) .  .T"+-)2 

En  développant  et  comparant  les  coeftlciens  on  trouvera  l'équation  générale: 
ffip)  _|_  f(i)f(p--i)  _[_  pvpr--^)  _j_  f{3)pp-3)  _|_  etc. 

—  {i{eeiP-^^  +  ('(i)ef?'-2)  -f-  eC^igCp-s)  _^  e(3)efp-4,)  -f  .  .  .) 

>  =  iC  f/(p  )  r''"» 

—  <5(e<îf''-=')  +  eWe<-P^)  4-  e«e(^''-«)  +  eC')^!?-^)  +  . . .) 

—  f{ee<}'-^)  +  e(^^e'p-^)  +  eW^^'/'-e.)  -|-  e(3)pC;'-')  +  . .  .)^ 

En  faisant  dans  cette  équation  successivement 
^y  =  0,  1,  2,  3,  4  . .  .  2u-\-3,  2n-\-4:  ou  obtiendra  2j/-\-5  équations  et  ces  2n-{-5 
équations  contiennent  les  conditions  qui  résultent  de  Téquation  (1). 

On  peut  par  ces  écjuations   déterminer  les   coefllciens    e,  eW  etc.  /',  /"(*), 
f''^^  etc.  en  fonction  de  C,  a,  a',  a",  etc. 

Déterminons  maintenant  la  valeur  de  ff(p\ 

En  prenant  le  logarithme  on  a: 
log(/ir-j-^(i)  ..r+ «/(2) . x"-  -\-  . . . -\-  x^"-^)  =  fi  \og(x — a)  +  ,«'  log(.r— «')  +  .  .  . 
donc  en  différentiant 

g(.i-)  +  2gri).x+...  +  (2«+4).j:-"+^   _t__|_      !^'     _}_      ^"     _1_ 

g+g(^).a:+g('^).s'^  +  .  .  .+0;'^''+*  X — a  x — a'  x — a"  "^    '■' 

donc 

gO-)  _|_  2^(2) .  .Y  _|_  . . .  _j_  (2w4-4)a;2''+^  =  /(  . 

+  /''• 

+  /'"• 
-f-  etc. 
Le  coefficient  de  a;''"  dans  est  =  —  (^ — -\- — — ; h  ^—5 — h-H — t-.I- 

X — a  \    a  a-        '        a^  «P+V 

Donc  il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura 


j-2n+4  +  gC-2n+3) 

.j;2«+3+.. 

.  +  gii).a-  +  g 

j: — a 

x'in-H  +  g(2n-|-3). 

j-2n+3  +  .  . 

.+g(i).S  +  g 

X— «' 

j.'^n+l  +  g{  2n+3  ) 

•.x'^''+^  +  . 

••  +  <?'"  +^ 

X «" 
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=  -(/'+l)»''+" (3) 


4-  etc. 

'    ''         \  aP         '       (l'P       '       a"P        '  ) 

En  taisant  ^p  =  0,  1,  2,  3  etc.  on  déterminera  aistîment  les  quantités  ^^'\  gr*^*', 
etc.  par  ^,  et  celle-ci  est  égale  à  «i^.w'i^  .«"i^  ...  («<"'-i')ij^ "^ '""''. 
Seconde  méthode 

57.     Soit /*  =  F.r,  Q^fx,  Rz=ff.v, 
on  aura  dahord,  en  faisant  x  =  a,  a',  a",  etc.  les  m  équations  suivantes  : 

{Faf  —{faf  .f/«  =0 
(Frt'f  —(faf.  (fa'  =0 
{Fa"f—{fa"f.(fa"  =  Q 


(Fd'^'yf  —  (/«('"-i))2 .  q  o("-i)  =  0. 
De  ces  équations  on  tire: 

Fa  =  +  fa  .y^((fa)  =i  .fa  .]^((fa) 

Fa'  =  ±  fa'  Yi'fd')  =  i'  .fa'  -Vi'fn') 
Fa"  =  +  fa"  Vi'fa")  =  ï' .fa" .Y {'ta") 


(4) 


FaC—v)  =  -!-/fl("-V).]/'(^«f"-i))  =i(»-i)./«("'-i).]/(^fl("-i)) 

En  différentiant  la  première    ,//  —  1  lois,  la  seconde  n'  —  1    fois  etc.    on 
obtiendra  par  rapport  à  a  des  équations,  qui  deviennent  toutes  de  la  forme  : 

d''.Fa=±{d''fa.y{<fa)+pdP-Ya.dy{(fa)-\-  ^-^^^  </''-^F«.f/V(f/«)+etc.+/«.r/'']/(f/«))  (o) 

On  aura  des  équations  semblables   par  rapport  à  a',  a",  etc.  et  en  faisant  dans 
toutes  ces  équations     j- 

;iz=0,  1,2,  3,  4...// 

p  =  0,i,2,3,A...  fi' 


Tome  second. 


17 
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p  =  0,1,2,3,4...  fi- 
etc. 
on  obtiendra  les  équations  nécessaires  pour  déterminer  e,  e(*),  eW,  etc.  f,  /"('^ 
/W,  etc. 

Ces  équations  ont  l'avantage  d'être  linéaires  par  rapport  à  e,  eO,  f  W, , . . 
f,  /"(^),  /■(*),  etc.  ce  qui  facilite  beaucoup  la  détermination  de  ces  quantités. 
38.     Il  reste   maintenant  à  trouver  les  coefficiens  k,  k',  k", . . .  etc.  et  A. 
On  a 

\  as  dx  / 


31=  A. 


et  Z  =  A. 


\       dx  Ndx  ) 


or 


N  « 

dN 


=  _Ji_ +_Jf_+ _J^  +  _ri_  +  etc. 

X  —  a     '     x—a'     '     X  —  a"  x  —  a"'      ' 

donc 


Ndx          X — a          X — a'         x — a"         x — a" 
dN    ft  +  A(i).j:  +  A(2).j:2  + A(3).x3  + ..  .  +  A("'-i).x'"-i  t 

Ndx  l  +  /(l)  .X+/(2)  .x*  +/(3)   .X3  +  .  .  .  +H'"-l)   .j:m-l  +j;m  5' 

M           ^     V    ■    Qdx               Q   J          )t+i-(i).x  +  À(2).j-2+ ...t('"-i).j'"-«  +  x" 
"*      1V=^- « =^  ■ « 5 

donc 

k  -f  k(^hx  +  ytW.^r''  +  •  •  •  +  M"-').  :r"-  +  x^  =  A. '!^^—- (6) 

En  développant  le  second  membre  on  aura  aisément  les  valeurs  des  coefficiens 
k,  k(^\  A:(2),  etc.  et  A. 

Ces  coefficiens  peuvent  aussi  être  déterminés  comme  il  suit. 

Soit  x  =  a,  on  aura  S  =  0  et  t  =  fi{a — a')  (« — a")  («  —  a'")  . . .  etc. 
donc 

k  +  kW.a-\-¥ ').««+ A-(»). «»+  ...-\-a'"=—pA.~  .(o— «')(«—«")(«— «'")•  •  •  etc. 
or  ■j^  =  ±  K(?«)  =  i  •  K(<]P«)  ; 

donc  A:+A:W.a+A-('»).o*4-... +«•"  =  —  /,u^.]/(p.(a—«')(3— «")... 
ou  bien,  en  supposant  t  =  if-x, 

k  +  ArW.rt  +  A:W  .a*  +  M»),  a'  +  ...  +  «•»=—  ^/^.^/((fa).  V». 
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En  mettant  au  lieu  de  a  successivement  a,   a',  a",  etc.  on   aura  les  équations 
suivantes  : 

^-_)_  A-(i).fl  +k(*Ka'  +  . . .  -|-A:('"-»).«'-»  -f-o"  =—  if,A  Yicpa)  .x}ja 
k  -f-  M») . «'  +  k^^^ . a-a  -|_  . . .  _i_ ^(—1) . a<— 1  ^a""=—  i'/u'A . l/"(yo') . if-«' 
A  .f  A-c ) . «•  +  M*) . fl»* 4-  . . .  +  A:("-») . a""-^ -]-«••»=_ ï'y^  . }/'{(pa") . i/w"  )(7) 

k^k<  '  )«<-•»-»  '+A-(  *).fff — •  )=+ ...+A-("'-»  ).a("-»)"-'4-a('»-i  )"=  — é^"-»).  J.'l/(95aC"-i)).t|;a('»-»)  ^ 

Au  moyen  de  ces  équations  il  est  aisé  de  déterminer  k,  k^^\  k^^\  k^^\  etc.  par 
A,  a,  a',  a",  etc. 

On  trouvera 

A= î . 

/(»+2)[(2rt+4)/('"-»)  — A  ('"-■2)]+/("+J).(2«  +  2— *("■-!))' 
or  hC^^^  =  /«  +  /''  -f  /<"  +  ...  =  2«  4-  4 

—  ,«'(«  +  «"  4-  a'"  +...)(  )+  //'(/'"-*)  -f  «') 

—  etc.  )  [-\-  etc. 

donc  /i("-^)  =  (2m  4-  4)/("-''  4-  fta  4-  //'«'  4-  fi"a"  4-  .  . . 

on  tire  de  là 

([j.a  +  [i'a'  +  ij."»»  +  . .  .)/("+*'  +2/(»+») '^ 

39.     Appliquons  ce  qui  précède  au  cas  où  fi  = /j.' =  in"  =  etc.  =z  1. 
Dans  ce  cas  on  a  m  =  2ti  -\-  4. 

Les  seules   équations  qui  sont  nécessaires    dans  ce   cas,    sont   les    équations 

(4)  et  (7). 

Considérons  d'abord  les  équations  (i) 
f+fy^)a  -\-fC')à'  +  . . .  +  f^"+^KW+^  =  if  a  Y  {if  a) 
f^  f{^)a<  +/'C^V*  +  . . .  +  /'C"+^).«'"+*  =  i'fa'  y  {(fa') 
f-\-fWa"-\-f(''^a"^-\-  ...  4-  /■<"+■' ).«""+^  =  /"/«"•  K('/'«") 


On  peut  aisément   éliminer   les  quantités  f,  f^'^\  fC^),  etc.  de  la   manière   sui- 
vante : 

17  ••^■- 
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On  a,  comme  on  sait, 

gm-p-1  a'"'~P~^  I  a"'"-P-^ 


+  etc.  =  0 


aP 


(a  — «')(«  — a")(«  — «'")•••  (a'— a)(a'  — a").-.  (a»  —  a){a''—a').. 

p  étant  un  nombre  entier  positif; 

aP     ,     a'P     ,     a"P      ,  ,      «("■-!)?    

OU  bien  — — H — ; — r~r-i r  •  •  •  n — i — i„,-n    — '^' 

lorsque  p  <  w*  —  1  (<  In  +  3). 

Donc  si  l'on  multiplie   la  première  des  équations  précédentes   pai-  ~  ,   la  se 

conde  par    " ''   ,  etc.  et  qu'on  les  ajoute   ensuite,  il  est  aisé    de  voir  cpie    la 

somme  des  premiers  membres  devient  égale  à  zéro  si  p  <ii-\-l.      On  a  donc 

«p  ••(?»)    ^„   ,    i, .  «'^-^^(9"')  .  fa'  +  /" .  "'^"•'^^?"''^  .  fa"  4-  etc.  =  0  .  (9) 

En  faisant  dans  cette  équation  successivement  p  =  0,  1,  2,  3, . .  .  n  on  obtiendra 
;/ _[_  1  équations  par  lesquelles  on  déterminera  les  ii  quatités  e,  e^^\  e^^\  etc. 
e("-^\  et  on  trouvera  de  plus  la  relation  qui  doit  être  entre  les  quantités  a,  a', 
a",  n'"  etc. 

40.     Supposons  que  w  =  0.     Dans  ce  cas  on  aura 
fa  =  fn'  =  fa"  =  etc.  =  1  ; 
donc  l'équation  précédente  devient: 

?'.  t/(9fl) i_ /' .  t/  (yaQ 

(«—«')(«— a")(«—fl"')         («'—«)(«'— a")(a'— a'") 

,  j".^/{(i>a")  , i"'.x/(<f,a"')  __  Q 

'      {a"—(i){ft"—a')(a"—a"')     '     {a"'—a)(a"'—a')(a'"—a") 
C'est  la  relation  qui  existe  entre  les  quatre  quantités  a,  a',  a",  a"'. 

Les  équations  (4)  deviennent: 
:    *                            f-\-f(^).a  +/'(^).rr  =  i.V{ffa) 
/■  _j_  /■(  1  ) .  «'  _j_  fC^) .  a''^  =  i' .  Y{ff(f) 
fJ^f  ii.„"  J^f('^).a"-  =  i".l/(q)o") 
f+f^'^. a"'-\-f('') . «'"•-  =f" .l/((^a"'). 
En  multipliant  la  première  par  ,,    ^    ,, etc.  et  en  ajoutant  ensuite 


on  aura: 


f  ( \ 4-_ 1 -f-etc.") 

'  '  \  a{a—a'){a—a")(a—a"')     '     a{a'—a){a' — a")(a'—a"')  / 


fi(rt— «')(«— a")(«—«"')         «'(«'— ff)(a'—a")(a'—"') 


+  etc. 
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jfoii  ....    -.    ?' 

,. .    a'a>'a"' ^r ,      \    i     v  awa"'  /■ 

'         '  ■  {a—a'){a—a''){a—a"')  '  '    ^^"'  "'"  *  "  {a'—a){a'-a"){a'—a'")  '^  ^'"'' 
I     .„  aa'a'"  r.      ^^    |^  .^  aa'a"  , 

"^  '   ■  («"— «)(«"— a')(a''— a'")  '^  ^f"  '^^    '  («'«— a)(a"'— a')(a'^^=^  '  ^  (^"'"^^ 
De  la  uièine  manière 

f(i)  __  'V(9")  1  »V((pa')  ,         i''.\/(<:^a'') 

{a—a'){a—a")     '     («'—«)(«'— «")     '     («"—«)(«"—«')  ' 
et  ensuite 

r(i)  ^  'V(9«)  _|_  'V(9«')  _  /^    ■    „,).A^) 
a  —  a'      '       rt'  — ff  V       r        /  / 

Connaissant  /",  f(^\  f^-\  on  aura  aisément  la  valeur    de   A  par  l'équation  (8), 

«|ui  devient  dans  ce  cas 

J  = 1 ; 

A-,  k'^^\  k(-\  et  k(^\  se  déterminent  par  les  équations  (7). 

On  peut  aussi  déterminer  les  coefficiens  de  la  manière  suivante. 
Soity?=(.r — p)  {.V — P')  i-i^- —  jJ")  i-v  —  p'"),    et    dans    les    équations 

xz=ip,  p>,  p",  p"',  on  obtiendra 

f+  p'-f'^  +  p"  -P  '  '  =  Vc.  Vi^p') 

f-\-p"-p'^+p"''-p'^=yc.vi¥") 

En  éliminant  f,  f*-^)  et  f^-\  il  restera  l'équation: 

{p—p'){p~p"){p-p"')  {p'—p){p'-p")(p'~p"')  I 

1      V'[(/>"— ")(;>'—«')(;>"— a')(r—«"')]  _[_    V'[{p"'—a){p"'—a'){p'"—a'){p"'-a"')]  /  ^^ 

{p—p)ip'—p'){p"—p"')  {p"'—p){p"'-p'){p"'~p')         ) 

qui  exprime   la  relation   entre   a,  a',    a",  «'",   et  qui  est  plus  simple    que    celle 
trouvée  plus  haut. 

41.     Supposons  maintenant  que  m  =.  2. 
Dans  ce  cas  on  peut  faire  les  suppositions  suivantes  : 

1.  P*  —  Q^R=^  C.  (.r  —  ff)  {.v  —  af"+^ 

2.  P-  —  Q-n  =  C.  (.r  —  ff)-(.r  —  «')-^"+= 

3.  P*  —  Q-H  =  C.  {x  —  ayi.v~a')-"+' 


7i-\-l.    P-  —  Q-R  =  C .  {.r  —  «)"+^ .  (x  —  «')"+^- 
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Dans  tous  ces  cas  les  équations  (7)  deviennent 

k  -\-  A:(i).«  +  «^  =  —  A. {a— a')  y  {(fa) 
k  4-  A:(^).a'+  a'*=  —  A. {a'—  a). Y  {(fa'), 
d'où  l'on  tire 

A-(»)  =  —  («+  a')  —  A.{V{<fo)  +  ]/(.fa')) 
A:  =  «a'  +  J(aY{(fa)  +  «|^((f  a'))- 
Les  autres  coeflSciens  se  déterminent  par  l'équation  (o). 

Je  vais  les  évaluer  dans  les  cas  où  w  =  0  et  w  =  1. 
1.     Lorsque  n==0,  on  peut  faire 

a.     P^  —  R=  C.{x  —  a)  {x—a'f, 
ou  b.     P'' —R  =  C.{x  —  af{x—a'Y. 

a.     Si  P^  —  /?  =  C.{x—a){x—a'y. 
Dans  ce  cas  l'équation  (o)  donne 

Fa  =  Vifu) 
Fa'  =  V{(f'a') 

d{Fa')  =  ^.-^^ 
'M  «;  — ir-  ^(ç„')        T-  ^[(ç«')3] 

ou  bien 

^      \/(<pa) 

0fti) 1     <p'«'    1    (y'"')'   . 

^^  —  ^-    /(ça')  ï-  A/[(9«')^]' 

donc  A2)^i.   29a'.yV-((p'«r 

»  çaV(<pû  ) 


/•(i)   3=1.  -^ 


a'       2<pa'9"a'  —  (ç'«') 


2 


^  '   v^(ço')  4  (fa'\/((f)a') 

f i/rrr«\_  «'  y'"'  J_^     2<pa'.yV  — (y'fl')' 

/^_K19'«;        -r""7(90  "•"    8    ■  (p«V(ç«') 

et  la  relation  entre  a  et  a'  devient 

OU 

Vi^a) .  V{(pa')  =  ,,a'  +  ^  («  -  «')<?'«'  -  è  («  -  «f  P'P-'-^-^'-C^'-')'!- 


]3ô 

On  aura  ensuite  A  par  l'éqnation 

42.     On  peut  aussi  trouver  ces  équations  de  la  manière  suivante. 
On  a  P  —  Y{R  -f-  C{x  —  a){x  —  a'f). 

Soit  B={x  — p)  {x  —p')  {x—p")  {x — p'") 

et  faisons  x  =zp,  p',  p",  p", 

nous  aurons 

f+f^'^'P  +f^'^y  =VC.y  {{p-a){p  —  a')).{p-a') 
f+  f^'^-P'  +  f^^^-p"  =  VC.V(iP'-»){p'  —  a')).(p'-a') 
f-{-f(^).p''^fi^).p«^  =  yC.V({p''  —  a){p"  —  a')).{p''—a') 

f+ f^'^-p"' + z"^*  >  •i»'" = vc-  vap"'— à)  (p'" — «'))  •  (/»'"—«'). 

En  éliminant  f,  /"(')  et  f^'^\  on  aura  entre  a  et  a   la  relation  suivante: 
(p-«')v/[(;>-«)(y-«')]     ■      {p'-a')^[(p'-aXp'-a>)-]     \ 

{P—P'){p—P')ip-P"')  (P'—P)(P'—P'){P'—P"')        [^ 

I     (p"—a'W[{P"-''){p"-a')']     ,      (p"'-a')v'[(p"'-a){p"'-a')]  1  ~ 
(p— !')(/'"-/'')(;'"— '")       "^        {p"'-p){p"'-p'){p"'—p")      ) 

b.     Si  P*  — /?  =  C.(.r  — o)V  — «T- 
Dans  ee  cas  l'équation  (o)  donne 

f+f(^).a-\-    fr-).a'=y(cfa) 


!|V 


^/(Çfl') 

Des  deux  dernières  équations  on  tire 

'  *■    (a-a)/(ço)   ^**   (a'_a)^/(<pfl') 

^(  1  )  1  a'  .<^'a |_  j  gç'g' 

'  —  ï-   (a'_a)\/(<pa)    "T"  ï"  (a_a')v/(ç8')  ' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  premières,  on  en  tirera 

f 1        gg'  ç'g        1     1       aa'  ç'g'      g'v'(q)a) — av/(çe') 

*     a— a'       \/(9a)  **     a' — a       v/(<pa')  a — a' 

•et 

,/(,»)  -  K(,»-)  -  è  («  -  »•)  (  J^+  -^,  )  =  0. 
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On  a  ensuite  imiicin.  t  i 


/(?«)       y(9«') 
En  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  k  et  k',  on  obtiendra  : 

9'a  c'a' 

\/(<pa)         ^/(9«') 

A-=- («  +  «0  +  2.-^^^^?^^^^^^^  =- («  +  «')  +  26'. 
^      '       '    '  ça  c'a 

v/(9a)        V^Cça') 
Par  ces  valeurs  on  a  : 

k  +  k'x+x'^     aa' — {a  +  a')x  +  x"^  +  2b  + 'Ib' x 

{x—a)(x — a')  {x  —  a){x — a') 

.     ,  26  +  26\r 

{x  —  a)(j'  —  «') 

Donc  on  aura 

J  Viçx)  J  {x—a){x-a')       a/(9-ï')  "     "^  V  P— v/(9-i-)  >' 

La  relation  entre  a  et  «'  peut  aussi  s'exprimer  de  la  manière  suivante: 

(y-a)(y-aO  ,  (;;--»)(;>'-«') (;;'-a)(;;"-a-) {p"'-a){p"'-a-)        _  ^ 

(p-P'){p-f){p-p"')     {p'-p){p'-p'){p'-p"')     (p"'pKp'-p'){p"-p"')     {p"'-p)ip"'-p'){p"'-p") 
ou 

(P  +P  —p"  —  ?^"')««'  —  {PP  —  P"P"')("  +  «')  +PP'(  P"  +  P'")  —  P"P"'(P  +  Z'')  =  0' 
d'où  l'on  tire 

, (pp'  —  p"p"')a  +  (p+p')p"p"'  —  jp"  +p"')pp' 

{P+P' — P   — P'")^ — pp' +p"p'" 
43.     Supposons  maintenant  que 

P"  —  /?--=  C{x—p){x  —  a){x  —  a'}- 
X  —  p  étant  facteur  de  R. 

On  a  donc  P  =  {x  —  p){f+f^'^ .x), 

donc  (/'+  r^).xf  =  (--P')i--_P'')(--r)  +  ^.  (f-»j(^-«-)-  . 

Faisons  x  =  p',  //',  //",  on  aura: 
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(p'-a')V(y--a)         ,  (;>"-«')/(/-«)  ,  {p"'-a'W{p"'-a)  ^ 

ip'-p")ip'-p"'W{p'-p)  ~  (p"-p')ip"-P"')s/(p"-p)  "^  {p"'-p'){p"'-p")V{p"'-p) 


En  éliminant  /"  et  /"C^),  ou  aura 
(p'-a')V(y-, 

{p'-p"){p'-p"'W{. 
(Voù  l'on  tirera 


^'__   Bp'.v'(p'-a)  +  B'.p".  V{p"-a)  +  B"  .p"',  V{p"'-a) 
B.v{p'-a)  +  B'  .\/{p"-a)+  B".\/{p"'-a)  ' 

en  faisant  pour  abréger 

B  =  ,  ,    „,  ,  V    ,,  ,    o  B  = — 1— -,  fi"  ^ 


{p'-p"){p'-p"')-  V  {p'-pY        (p"-p'){p"-p"')-  V  (p"-py        {p"'-p)(p"'-p).  V  {p"'-p)  ' 

41-.     Dans  les  trois  numéros  précédents  nous  avons  considéré  le  cas  où 
VI  =  2.     Supposons  maintenant  m  =  l. 
Dans  ce  cas  on  a 

p^  _  Q-H  =  C.{x  —  ay"+* 

et  f-f^  •  ^  =-  ^-i  •  lo^-  (^^^t^y^). 

Js—a       VR  ^\P—^^/R) 

h  se  détermine  immédiatement  par  Téquation  (7)  qui  donne 

kT=  —  a  —  ^A .  \^{ifa). 

Les  quantités  A,  a,  f,  f(^),  etc.  e,  c'^\  eJ^\  etc.  se   déterminent  par  l'équation 
(3),  qui  donne  les  suivantes: 
Fa  =  fay{(pa) 
dFa  =  dfa .  V{(fa)  +  fa .  d\^(ffa) 
,1-Fa  =  (Pfa .  Vi^fd)  -j-  2dfa .  flVicpa)  +  fa .  (f-Vifà) 


d"'+'Fa=d"'+'faV{'f(i)+(2n-\-3)d"-'^+Ya.dy{cfa)-\-  ('^"+^)(^"+^) .  d'''+Y„.dy(cpa)-\-etc. 

Par  ces  équations  qui  sont  toutes  linéaires  par  rapport  à  /",  /'(^),  /'C^),  etc. 
e,  e*^*),  e(^)  etc.  on  peut  déterminer  ces  quantités  et  «,  mais  par  des  calculs 
assez  longs.  Je  donnerai  dans  la  suite  une  méthode  sure  et  directe  de  déter- 
miner ces  quantités  dans  tous  les  cas.  Pour  le  moment  je  vais  résoudre  le 
problème  en  supposant 

|p  =  l  et  K-  —  R  =  C.{x  —  -p){x—df, 
X — f  étant  facteur  de  R,  et  Rz={x  —  p){x — 7>')(.r — p")(x — p"'). 
Soit  J^  =  Çr—p).{f-\-f(^).x), 

donc  (/"+  fi^xf  =  i^-P')i^-P"X^-P"')    1    c.  (^-«)'  . 

X — p  X  —  p 

Tome  second.  18 
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En  faisant  successivement  .r=/>',  p",  p'",  il  viendra 

f+r^.p'  =VC.{p'-a).y{^) 

f+fi^).p"'  =  YC.{p'"-a).y{Ç^). 

On  a  de  plus  en  faisant  x  =  0 

2  _  p'p'p'"     ,      C.a^ 
P  P      ' 

En  éliminant  f  et  f^^^  entre  les  trois  premières  équations  il  résultera: 

(/-°)]/(g^)  ,  (r-.)]/(^)     (r-»)j/(g^)_^ 

ip'-p"Kp'-p"')  {p"-p){p"'P"')  (p"'-p')(p"'-p") 

De  cette  équation  on    peut  tirer   la  valeur  de  a,   et  celle-ci  étant  connue,    on 
aura  aisément  les  valeurs  de  f,  /"'')  et  C,  que  je  me  dispenserai  d'écrire. 

4a.     De  l'équation  i  ^  ^  '  .  —f-  =  A.\os;(-——P——)  on  tire  en    sub- 
stituant  la  valeur  de  k=i  —  a  —  /iA\/^{(pa)  : 

donc 

J  (^x  —  a)VR  !Ji^.v/(ç«)    J  VR  H-V'(ça)    "      "Vi»— Q/^/ 

De  cette   manière    on    trouvera    donc    toutes   les   intégrales   de   la    forme 

i %■ qui  peuvent  se  réduire  à  l'intégrale/ — —  moyennant  une  fonction 

logarithmique  de  la  forme  -4.log  (-^ — ^ — ^-j.     Je   donnerai  dans    la   suite    la 

résolution  de  ce  problème  dans  toute  sa  généralité.     Elle  dépend,  comme  nous 
venons  de  voir,  de  la  résolution  de  l'équation 

P'' —  Q^R  =  C.{x  —  af"+*. 
Pour  le  moment  je  remarque  qu'on  peut  lui  donner  la  forme 

P^  —  Q\R=C. 
Eq  effet  soit 

P  =  f,+  f['\x-a)  +  r^){x  —  af  4- . . .  etc. 
Q  =  e^-\-  e[^){x  —  a)-\-  ej*>(a;— of -f  . . .  etc. 
R  =  a'-\-     (i'{x—a)-\-      Y'{x  —  af-\-  è'{x—af-\-e'{x—af. 
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on  aura,  en  faisant  y  = ,   x  —  a  =  —  ;  donc 

P  =  f,  4-  /■(>).  i.  4-  f(^) .  -L  J-  . . .  =     ^' 
'  1  ~  / 1       y    '    '  i        y^     '  y^"^ 

et  en  substituant  et  multipliant  par  y-"'^, 

p  2  _  QlJl^  ^  ^ 

Donc  si  l'on  peut  résoudre  cette  équation,   on  peut  aussi  résoudre  la  proposée. 

La  résolution  de  l'équation  précédente  sera  donnée  dans  le  cours  du  pro- 
blème suivant,  qui  consiste  à  déterminer  k  et  R  de   la  manière  que  l'intégrale 

y,  „    ^  devienne  intégrable  par  la  fonction  logarithmique  ^4.1og  (— — ^^^l- 

46.     Nous  avons  vu  dans  ce  qui  précède  que  si  l'on  a 

/x'"  +  k(.'"-^)  .s'"-^  +  k("'-'^)  .x'"-'^  +  ...  +  k(^)s  +  k        dx     j,   ^  ^  P  +  Q\/R\ 
(x—a){i—a-)  Çr—a')  . .  .  (s— a ( -"-i  >  )              'V^  *  **"  \P—Q^Jl) 

il   en  résulte  nécessairement    m  -)-  1    conditions  entre  les  2m   quantités  a,  a', 

a",  .  . .  ff("*~",  k,  k^^K  . .  A"("^^);  on  peut  donc  prendre  m  —  1,  mais  non  pas  un 

plus  grand  nombre  de  ces  quantités,  à  volonté^  et  puis  déterminer  les  autres. 

Il  suit  de  là  qu'on  peut  faire 

jrm+A-(m-l)._j.m-l_,.i.(m-2)_j.m-2_j.  +  _,  +  Jt(l)j.+  /,.    x"  +  k  ^  C'^)  X"'^  +  .  . .  + h  ^  (>)j:  +  /t, 


(x — a)(jr  — a')...  (j— «("•-!;)  {x  —  a)(x  —  a')  . . .  (x—ai"-^)) 

X — c     '      X — c'  X  —  c("-') 

A/"-*),  A/"-*>, . . .  k^<^\  A-j,  a,  «',  a",  . . .  d"-^),  étant  quelconques,  d'oii  il  résulte 
qu'on  peut  exprimer  l'intégrale 

/x"  +  k^  ("-')  ..r"-!  +  . .  .  +  h^(^1x  +  k^  dx 

(x  —  a)  {x—a')  .  . .  {x—a  (""i)  )  \/ R 
/>       ffj. 
(x  —  c)'/M 

/dx 
— — -  par   ?i   intégrales 
Y  R 

/*        dx 

de  la  forme  /- '— — —  ,  dont  les  ?i  —  1  sont  arbitraires  par  rapport  à  a. 

J  (x  —  a)\/ R 

18  '■' 
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Problème  III. 

-7-0 •  gui  peuvent   être   exprimées  par 

la  fonction  A.log  (  pl^^^)  ' 

47.     Puisque/  ^^  ^"'^^  ^'^"°  (f— e!/«)'  ^°  ^"^^  en  différentiant 

,    ,  M 

M-A. , 

N=P^—  Q'R. 

Pour  que  l'équation  -— =  .r  +  A"  puisse  avoir  lieu,  il  faut  que  iV=const.  =  c; 

on  a  donc  les  deux  équations  : 

ei.  +  k)  =  2Ac.-IL, 

c  =  P--QR- 

ou  bien  en  supposant  c  =  1, 

x  +  k  =  2A.-^, 

1  =  p-  —  Q-n. 

La  première  équation  n'a  aucune  difficulté.     Elle    donne  aisément  les  va- 
leurs de  A  et  k,  quand  P  et  Q  sont  connus.     En  eflet  soit 

P  =  f-\-f(^Kx-\-...-\-  /•^"+*).  x-"+% 
Q  =  e-\-  ei').x  +  . .  .  +  eW .a-", 
on  a  en  substituant 

^    ,     ,  2^.(n  +  2)./(''+-^) .  j"+'  +{n  +  1) ■/("+!)  .J"  +  ■  ■  ■ 

el").  j''  + e(''-i).j:""'' .  . .  ' 

d'où  l'on  tire 

.  2 A. (n +2). f ("+■-) 


k  = 


2^./(i) 


donc 


A  =  ^'"^ 


(2«  + 4)  ./("+*) 
, /(i).e(n) 


(1) 
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mi)''.(iii 


Considérons  maintenant  l'équation 

et  cherchons  à  trouver  les  valeurs  de  P  et  Q. 

Première  méthode.  ■  ■' ' 

48.     La  méthode  la  plus  simple  qui  s^offre  est  celle  des  coefficiens  in- 
déterminées.    Substituant  donc  les  valeurs  de  P  et  j^  on  obtiendra: 

(/■^_/\i).a:^_/'(2).:t-2+...4-/'(M-2).a;-+2)2_(e_^e(x).^.+...^(n)..Y»)2(„_|_^^'a:+---+f.ï*)zz:l. 

En  développant  et  comparant  les  coefficiens  on  aura  les  équations  suivantes  au 
nombre  de  2»  +  5 

/•2  _  «e^  =  1 

_  «(^ .  e^p)    _|_  e(i) .  e(?-i)  _j_  ^(2) .  e<p-"-)  +  . . .) 

—  y{e.e^J'-^>-\-  e^^he(P-^i  -\-  e^^Ke^p-^')  + 

—  i{e.eiP-^) -\-  e'^'^he'p-^'<  -\-  e'^).e'''-^^  -\- 

En  faisant  dans   cette   équation  successivement  p  =^  1,  2,  3,  etc.  jusqu'à 
2/1  -{-  A,     on    aura     les    équations    nécessaires    pour    satisfaire    à    l'équation 

Ayant  2«  +  5  équations  mais  seulement  2n  -j-  4   coefficiens   indéterminés, 
il  est  clair  qu'on  obtiendra  une  relation  entre  les  cinq  quantités  «,  ji,  y,  ô',  e. 
En  faisant  dans  l'équation  (2)  p  ^2it  -\-  4,  on  obtiendra 

donc  /■("+^)   =e"').]/f. 

En  substituant  cette  valeur  dans  les  expressions  de  A  et  de  k,  elles  deviennent 


•■) 
•) 
•) 
•) 


0 


•  (2) 


A  = 


k  = 


(2«  +  4)v/£  ' 


/(i) 


(Ô) 


49.     Avant  d'aller  plus  loin  je   vais  appliquer  la  méthode   précédente  eu 
supposant  ti  =  0. 

On  a  ians  ce  cas  Q=e,  P  =  f-\- fin. x-j-fi^). a;-. 
Les  équations  (2)  deviennent  donc 


r 


ae*=  1, 


2f(')—,'^e''  =  0, 
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/•(')' +  2^(*)  —  ye*  =  0, 

2/"(*)/-(*)  —  Se"  =  0, 
/•(»)«  _  fga  ^  0 

On  tire  de  ces  équations 


fW  = 


8.e  S2 


2/e  2/(p2s2_a£82)  ' 


/•  —  _Ëi  1/^f  =         Pv^g 

'  8    ^  v/{^2e_a52)' 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  f(^y-\-2ff'^'^)  —  ye*  =  0  il  viendra: 
_  +  -f_,  =  0,  donc,  =  _+^. 

Celle-ci  est  donc  la  relation  qui  doit  avoir  lieu  entre   les  quantités  ,5,  y,  à  et  e. 
11  est  remarquable  que  «  ne  s'y  trouve  point. 
Par  les  équations  (3)  on  a  ensuite 

A—     1        k  —  ^. 


On  a  donc 


]/[a  +  px  +  (1^  +  2  ^)s'^  +  Sx»  + 


4\/E      "^    \p—q\/RJ 


Au  reste  cette  intégrale  est   facile  à  trouver;    car  en   faisant   x -\- —-  ^y, 

on  aura 

/ydy 
/(al  +  7 V'  +  ty*)  ' 
intégrale  facile  à  trouver  par  les  méthodes  connues. 

oO.  Les  équations  (2)  ont  l'inconvénient  de  n'être  par  linéaires.  On  peut 
trouver  un  système  d'équations  linéaires  qui  les  remplacent  de  la  manière 
suivante. 

En  mettant  —  au  lieu  de  x  dans  l'équation 
y 

p^  _  Q^-R  —  1 
on  obtiendra  une  équation  de  la  forme 
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dans  laquelle 

Fy  =  f-y^""  +  /•(»\y»+»  +  •  •  •  +  /•^"•^'> 
fy  =  e.y-     +  eC»).^/'-»  +  . . .  +  eW 

fy  =  «/  +  (%'  +  ry^  +  ày  +  s. 

Il  est  clair  que  l'équation 

Fy=fyY{ffy) 

aura  lieu  dans  la  supposition  de  y=0,  en  la  différentiant  2w+3  fois  de  suite. 
On  a  donc  les  équations  suivantes: 

Fy  =  fy-V{'py) 

dFy  =  dfy.Vicfy)  +  fy.(t\^Wy) 

d-Fy  =  d'fy .  Vi^fy)  +  m'y  •  fiV{n)  +  fy  ■  'f'Vivy) 


(p'>+^Fy=d^-+YyV{(fy)+i^»+^)d""^Yy-dVi(fy)+  (^"^H'^"+'^)  ^«+i/y.e/«|/(^^)+...  etc. 

En  faisant  dans  ces  équations  y  =  0  on  aura 

Fy  =  f  ("+'), 


dFy  _ 
dy 


/■("+1), 


dPFy 
dyP 


=  1.2. 3... /)/'("+*-''), 


4^=1. 2.3. ..(«  +  2)./; 
d'>+'^+pFy  

De  même  fy  =  e^"), 

dyl     —  1-^-e^         ^ 


4?^=1.2.3...«.^, 

dyn 
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<^/(yy)  __       (i^y       __    s 

rfV(yy)   __     1    /    d':fy     _   M^y.d^c^y      ,  (3rfyy)»      \ 

^3,3  dy^\'W(.9y)  4çz//(9^)    ">"   8(ç^)V(w)>'' 

De  la  même  manière  on  trouvera  — ^^        ^^c.   en   supposant  y  ^=  0.      Pour 
plus  de  simplicité,  je  désigne  par  éP^  la  valeur  de  — .J^ML  en  faisant  y  :=Q. 
En  substituant  les  valeurs  trouvées  on  obtiendra  les  équations  suivantes: 

f(n+l)       ^p_g(«-l)_j_^(l)_^(„) 

/  -r  ^r  ^  '2.3 

^(^2)       _  f.  _  g(«-4)  _L  ^(1)  .  g(»-3)      I       1    c(2)  .  e(-2)  _|_  J_  f  (3).  e(«->)     I      JL_  .c(*).e(«) 

'  '     -^  2.3  '    2.3.4 

^(n-y+2)  __  p _  g(„-;,)  ^  c(i) .  eC'-p+i)  -f  ^^y  .  e("-p+2)  _}-  ^'''  .  ^("-p+3)  +  etc. 
. . .  -j- ''^'^        .e(»-p+*)  + -I ':}^ eW 

•     1.2.3..  .k  ~  ~  \.'l.'à...p 

2  2.3  1.2..^w 

'  ^      2  '     2.3  '  '     1.2...(«  +  1) 

^=-2--^  +-273--^^'+    2X4-^^^+---+l.2...(.+2)-"^^ 

"~    2.3^     ^2.3.4  ^2.3.4.5  ^        ^   1.2...(«+3)  '  ^ 


»=^»+ï£f5-">+ +1 


2.3...  (h +  4) 


.eW 


145 


CiP)  c(P+l)  .^■,  _i_         c  <"+'■> 

2.3...;»        ^    2.3.. .(/,  +  !)  T    •    •    •    •    "T  2.3... („+;,) 


2.3. ..(«  +  3)         ^  2.3. ..(«  +  4)  -r  ■   ■  •  -r   2.3...(2«  +  3)  ' 

51.  Ces  équations  sont,  comme  ou  le  voit,  très  commodes  pour  déterminer 
les  coefliciens  e,  e'-^\  <'(*^  etc.  et  f,  /"('),  /'C^)  etc.  Les  n -\-  1  dernières  don- 
nent les  coefliciens  <?0,  e^"^), . . .  e(")  en  e  et  de  plus  une  relation  entre  les 
(|uantités  r*^'),  cW  etc.  Les  n-{-  2  premières  donnent  ensuite  immédiatement 
les  coefficiens  f,  f(^'),  p'^)  etc.  en  e.  Celui-ci  est  arbitraire  et  disparaît  du  ré- 
sultat, comme  il  est  aisé  de  voir.  Si  l'on  tait  A"  =  0,  on  aura  /'(*)  =  0,  d'où 
il  résultera  une  seconde  relation  entre  les  quantités  c'*\  c(^)  etc.  Au  reste 
cette  supposition  ne  diminue  pas  la  i^éneralité  du  problème;  car  en  faisant  dans 
le  résultat  x  ^=y  -\-  k,  on  aura  la  même  intégrale  que  si  l'on  n'avait  pas  sup- 
posé ^=0.      Soit  donc  /'C^)  r=t  0,  on  voit  que 

xdx 


.k 


peut  s'exprimer  par  des  logarithmes,  toutes  les  fois  qu'on  a  entre  les  quantités 
«,  /?,  y,  (V,  é  les  deux  relations  qui  résultent  de  l'élimination  des  quantités  e,  e(*^, 
<'("-'  etc.  des  ti  -\-  2  équations 

'2  ~  '        1.2...  (71+1) 


.2...  (71+1) 

2.3  ^  2.3.4  I  ~    1.2...(«  +  3) 


2.3...(//+3)      ~  ~   1.2. 3...  (2» +3) 

52.     Appliquons  ce  qui  précède  au  cas  où  «  =  0  et  n=l. 
Dans  le  premier  cas  on  aura 

f'-)  =  c.e,  f(')  =  c^').e,  f=^  .e,  0  =  d^\ 


La  dernière  équation  donne 


35' 


V  £  2e  1/  £  ^^    8s2  v"  S  ' 

2-à  52 

d'où  ;'  =  -''!-] —        comme  nous  avons  trouvé  plus  haut. 

ô        '      4s  "^ 

Soit  maintenant  n=\. 

Tome  second.  19 


]46 


Dans  ce  cas  on  a 


0=   c(i)  .e  4-   -îl^L.eC)  d'où     0  ==  2c(')  +  c(^).  î^ 

2.3        ~      2.3.4  ^  e 

2.3.4        ~  2.3.4.5  "^  e 

En  éliminant  il  viendra: 

e 

De  ces  deux  équations  on  tirera   en  faisant  t  :=  i  et  (i  =  —  «,   ce   qui 
est  permis: 

d=2  et  •/z=  —  3. 
On  a  donc 

R=ix*-\-  2x^  —  5x^  —aX-{-a. 
On  trouvera  de  même 

c=l,  c(')  =  1,  c(2)  =  —  4.  c^'J  =  _  3«  +  12, 

donc    e'^)  ::=  —  -^ —  .(>=  ^  e=  1  en  faisant  «"  =  2, 

^(3)  _  p(i)  ^  1^  ^(2)  ^  ^  _|_  ^cn  =  3,  /•(!)  =  ^  _  2é'C')  =  0, 

donc 

y(  j3+3j:2-2-  -^  +(x+2)  v/  (j*+2xS-3j;-2-ajr+a)  i 
riz:  i  los:    <  ^  • 

^  '  |j-3+3jr--2- -^ -(j:+2)v/(j*+2x3-3x2-aj:+a)  I 

53.     De  l'équation  P^  —  1  =  ^-/?  on  tire 

(P  + 1) .  (P  —  1)  =  !3^/2 = P'^  !p'^i2' .  fi" 

en  faisant  Q  =  P' .Q'  et  R^=R<.R". 

On  aura  donc  P  4-  1  =  P'^fi' 

P  —  1  =  ^'"fi", 
d'où  l'on  tire  P  =  ^(P'*P'  +  Q'^R) 

2  =  P'^R—Q'^.R: 

Cette  équation  est  plus  simple  que  l'équation  P^  — ■  Q'^R  =  1. 
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En  multipliant  par  R'  on  aura 

i^P>li>f  —  Q'^R  z=  SLR'. 
On  peut   donc  mettre   P'R'  et  Q'  à  la  place  de    P  et    (^   dans   l'expression: 

log  (     o  /  r)  '  ™''''*  ''  *^"*  observer  que  A  change  de  valeur,  à  moins  que 

R'  ne  soit  constant,  comme  dans  l'exemple  précèdent. 

Pour  montrer  l'usage  de  l'écjuation 

2  =  P'^R'  —  Q'^R", 

soit  ^'  =  X*  -j-  '2,qx  -\-p,  R''  =  x^  -\-  2q'x  +  p' 

et  P'  et  Q'  deux  constants. 

On  aura 

2  =:pP'--jj'Q'-  +  2iqP''  —  q'Q'-)x+{P'^  -  Q'^).x\ 

donc        P*  =  (p'S  q  =  q,2  =pP"^  —  ;>'(?'% 
et  de  là  P'  =  Q'=z        ^'^ 


V{p—p') 


O  —  PO'  —  P"^  —     ^       k  —  1    ^^  —  ï    \p—p'  y . 


1.    \lZîl  —  „     4  —  1- 

donc 

^/[{s'^+2qs+p)(s'^+-2qs+p')]  *■       '  V2j2  + 4çx +  ;,+;;'— 2v//î/ 

ce  qu'on  peut  aisément  vérifier  en  faisant  x  -\-  q  =  y. 

Soit  maintenant 

p, X  +  m         ^,  X  +  m' 

c       '  c 

On  aura 

2c-  =  {x-  +  27»a-  +  m^)  (.r-  +  2^.r  +  p)  —  (.r^  +  2?«'.r  +  m"'){x'^  +  2y'.r +/?') 
d'où  l'on  tire 

2r-*  =  7W>  —  m"'p 

0  =  //î^^  —  m"^q'  -\-  mp  —  m'p' 

0  r=  p  — p' -(-  4mq  —  Am'q'  +  w^  —  ?n'* 

0  =  5'  —  (/'  -j-  /H  —  in. 

19 
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Soit      q-\-q'=^    r, 
on  aura      2q  =    r -\- m'  —  m 
2q'  =    r  -\-  m  —  »«' 
p  =  ^r(5m'  —  m)  +  |»î'^  —  ^m"" — mm' 
p  =  ^?-(3m  —  m')  -\-  ^  m-  —  ^  vr  —mm' 
2c-  =  l7-(  m'  —  mf  +  l  {m  —  m')  (/«'  —mhn'  —  7m'*w +/«'»). 
Par  là  oa  obtiendra 

P  =P^R—1=  (-^^  +  2"»^  +  >»^) (■^-  +  ^g^  +  y)  —  '''  , 

^  r»'/-»'  j:2  +  (ot  +  wt')x  +  mm' 

^=         ^i>  = ^2  ' 

mm'       ^ri-,  2mp  +  '2m^         ^ 

donc  P  =  — ^—  ,   n   '  = 75 '  "  —  -^5 

c-  c 

1  fW    j     2ff!p4-2m2ç 

or  2?«/>  =  r{5mm'  —  m'')  +  m^  —  m"^m  —  2m'^m' 

2m'^q  =  rm^  +  m'm^  —  /«', 
donc  2mp  +  2m^q  =  3r;n»i'  —  jh'^/w  —  m^'m' 

et  par  là  h  =  i{3?-  —  '«'  —  m). 

L'intégrale  clierchée  a  donc  la  forme 

/(j  +  h)dx 

Soit  k  =  0,    OU  aura  ?■  =n  — ^ —  , 

donc  2q  =  I  m'  —  |  m,  2<?'  =  |  ?«  —  |  m', 

de  là  7«  =  2q'  +  <7,  »w'  =  Sç'  +  y' 

3m'  —  m  =  5q-{-  q',  2>m  —  m'  =  5q'  +  q 
1  ,«^  =  2q"  +  2qq'  +  ^q\  ^m'^  =  2f  +  ^H'  +  ^^/" 
,«;«'  =  bqq'  +  2çr-  +  2r/'-,  r  =  ç  +  ç'  ; 

donc  7>  =  ^  {^q  ^  H')  -  \h''' -W  —  ^W 5 

c'est-à-dire  p  =i  —  q"^  —  2qq' 

de  même  /V  =  —  §r'*  —  2.y«ïr'. 

On  a  donc  en  substituant 

R  =  (.r*  +  2qx  —  q'  —  2qq')  (.r'  +  2y':i-  —  q'^  —  2</r/') 

/; x^ ^  1  ,^„  (P+  Qv'«\ 
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où  P  =  (a-'  +  2qx  —  2qq')  (.r  +  y  +  2q') 

Q  =  x-\-q'-\-2q 
, .  /*  xdx 

__  1    1j,„  Aj-+?4-2(yOt/(.r-^+2yj-9'^-2vy')+(.r+y-+2y)v/(.r^+2y'.2--y'a-2gg')\ 
*"      "  \{x+q+-lq')v{x'-Viqx-q'-'Àqq')-{x+q'-^2q)^l^x-^+'lq'x-q'^'2.qq'))  ' 

d4.     Seconde  méthode. 

Dans  ce  qui  précède  nous  avons  réduit  la  résolution  de  l'équation 

P^  —  Q^R  =  1 
à  la  résolution  d'un  système  d'équations  linéaires  ;  mais  comme  l'élimination  des 
biconus  entre  ces  équations  est  assez  laborieusCj  et  qu'on  a  de  la  peine  à  en 
déduire  un  résultat  général,  je  vais  donner  une  autre  méthode  pour  la  résolution 
de  cette  équation,  qui  n'ait  pas  les  inconvéniens  de  la  précédente,  et  qui  donne 
une  relation  générale  qui  doit  avoir  lieu  entre  les  quantités  constantes  dans  H, 
pour  que  l'équation  proposée  soit  résoluble. 

Soit  r-  le  plus  grand  carré  parfait  contenu  dans  R,  on  peut  faire 

R  =  r'  +  * 
où  r  est  du  second  degré  et  *  du  premier. 

En  substituant  cette  valeur  de  R  dans  l'équation  proposée,  elle   deviendra 

11  est  clair   que  le  premier  coefficient  de  P  doit  être  le  même  que  le  premier 
coefficient  de  Q?';  on  peut  donc  faire 

P=QrJ^Q„ 
le  degré  de  Q^  étant  moindre  que  celui  de  /-*.     En  substituant  cette  valeur  de 
P  on  aura: 

Ql-\-^QQ,r  —  Q-'-s=i. 

Soit  Q  du  degré  ?i,  il  est  clair  que  Q^  est  du  degré  n  —  1.     Soit  maintenant 

V  la  plus  grande  fonction  entière  contenue  dans  — ,  il  est  clair  qu'on  a 

?'  ^^  sv  -\-  u, 

V  étant  du  premier  degré  et  ii  une  constante.     En  mettant  cette  valeur  au  lieu 
de  r  dans  l'équation  ci-dessus,  on  obtiendra 

Q\  +  ^QQ^n  +  Qs{2oQ,  -Q)=:l.       , 
On  voit  sans  peine  qu'en  faisant 

le  degré  de   Q.^  devient  moindre  que  celui  de  Q. 


lôO 

En  substituant  on  aura 

(1  +  ^uv).Q\  +  2Q,Q,{u-sv)  —  s.Ql  =  1, 
ou  bien  ^,1^^  _  2r,Q,Q^  —  sQl  =  1, 

eu  faisant  .v,  =  1  -|-  Auv,  i\  =  ?'  —  2n. 

Puisque  le  degré  de  Q^  est  moindre  que  n,  il  est  aisé  de  voir  que  Q^  est  du 
degré  n  —  2. 

Cela  posé,  soit 

7/i  étant  une  constante,  on  aura 

donc  en  faisant  Q^  =  2ViQ^-\-  Q^, 

Q^  sera  d'un  degré  moindre  que  celui  de  Q^. 

En  substituant  on  aura 

^^Q'\  +  ^r^Q^Q.  —  ^.Ql  =  1, 

en  faisant  ^^  =  *  -{-  Au^v^,   1\  =  i\  —  2m,,  et  où  Q^  est  du  degré  //  —  3. 

Cette  équation  est  semblable  à  la  précédente  d'où  il  suit  qu'on  peut  la 
réduire  de  la  même  manière  à  l'équation 

dans  laquelle  on  a 

Tg  ■=.  v^s^  -|-  ti^,  «2  étant  constant 

Qi  =  ^^\Qi  4-  !P4'  Q*  <^tant  du  degré  w  —  4 

En  réduisant  cette  équation  de  la  même  manière,  et  ainsi  de  suite,  on  par- 
viendra enfin  à  une  équation  qui,  dans  le  cas  où  n  est  un  nombre  pair  =  2u, 
sera  de  la  forme: 

*2a-i  •  V  2/+1  "T"  "^\f  fJn-i  •  Xi^+i  *2a*  X   11  ^^^^  ■'•? 

et  si  n  est  un  nombre  impair  =  Zc'  -{-  1,  elle  sera  de  la  forme 

*2t +1  •  V    2^+1  ^''2«-l-l  •  î/îa+l  •  V27-)-2  *2a'  •  V    2a'+2  ^^  ^  • 

!?2ï+i  ^^*  ^^^  degré  moindre  que  celui  de  Q^^,  et  Q^y-'-hi  ^^^  ^^^  degré  moin- 
dre que  celui  de  Q.^y,+i-  Maintenant  Q^y  est  du  degré  n  —  2('.  =  0,  donc  Q^y 
est  une  quantité  constante;  donc  Q^^^^  =  0;  on  a  donc 

Si  n  =  2t('  -\-  1,  on  aura  de  même 

'   *2a+l  •  y  2a +1  ^^^  1  5 
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donc  en  général 

Q^  étant  une  quantité  constante. 

De  là  il  suit  aussi  que  .y,,  est  une  quantité  constante. 
Donc 

"Toutes  les  fois  que  l'équation 

P^  _  Q^R  r=  1 

est  résoluble  en  fonctions  entières,  il  faut  que  l'une  de  quantités 

*'    •*■,'     *3'    *3'    *4»    <^^t\ 

soit  constante,   et  réciproquement.     De    plus   si  s„  est    la   première 
des  quantités  s,  s^,  s^,  etc.  qui  est  constante,  P  est  du  degré  «  -(-  2 
et  Q  du  degré  w." 
Il  suit  de  là  que  pour  trouver  toutes  les  valeurs  que  R  peut  avoir,  il  faut 
faire  successivement  ^^  s^,  s,^,  s^,  etc.  égal  à  une  quantité  constante. 

55.     11  s'agit  maintenant    de  déterminer    les  quantités  s^,  s_  ,  s     etc.   r  , 

'••2'  ''3'  ^^^"^  ^'1'  *'2'  "3'  ^^^-  "1'  "2'  "3'  *^^'^'- 

Les  équations  desquelles  on  doit  les  déduire,  ont,  comme  on  voit  par  ce 

(]ui  précède,  les  formes  suivantes: 

*m  =  *».-2    +   4/<„,_i  .  «?„_! (1) 

r,„  =  r^j  —  2//„._i (2) 

r„,  =  *mym4-       "m (3) 

On  peut  de  ces  équations  déduire   une   autre  qui  est  de   la   plus   grande    utilité 
dans  cette  reclierche. 

En  multipliant  la  première  des  équations  précédentes  par  *,„_,  on  aura: 

De  la  seconde  équation  on  tire 

Oit  — — —   7»  }■ 

'*'"  m— 1  '  »n— 1  '  wi  5 

donc  en  substituant 

•^ni— 1  •  "^m  "'m-2  •  "'m-1      |       ('  m-i  ~~'  ^\ii)  •  -^?'jn— i  ■  "^tti-i- 

De  l'équation  (5)  on  tire   en  mettant  ?n  —  1  au   lieu  de   m  et   en  multi- 
pliant par  2, 

2/'m-|    'i^m-i  •  ?'ni-i   ~\~   2W„_j. 

En  ajoutant  cette  équation  à  l'équation  (2)  on  aura 
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On  aura  donc 

c'est-à-dire  s^_^  .s„-j-  r''„=z  s„^^ . s„,^  +  r*„_^. 

Il  suit  de  là  que  la  quantité 

+       2 
'      m 

est  indépendante  de  m  ;  donc  on  aura 

*m-i  •  ^m  ~P   ^'    m  -^^i  ~t~  ^'j  j 

mais  *j  =  1  -j-  ^'iv  et  i\  =  r  —  vu; 

donc  ss^  -}-  ?'^  =  *  +  r*  -|-  4m(«;*  —  r  -|-  ?/)  ; 

mais  ^'*  ^  ?■  —  w,  donc 

**i  H~  ^'î  =  »'^  +  *  =  ^• 

Donc  on  aura  quel  que  soit  ni 

*m-,  •  *m  +  r-„.  =zr''  -\-s  =  R •   (4) 

ce  qui  est  bien  remarqual)le. 

56.     Faisons   dans  l'équation  précédente  m  =  n,  on  aura 

en  supposant  *„  =  const.  =  ,u. 

De  cette  équation  on  tire 

_  « 

On  a  de  même 

*„_! .  s„^  -j-  r\_i  =  rl-\-ss^=:  r-  +  s  ; 

donc  —  (*^  —  /.,s^)  =  r\  —  r'^„_^  ; 

donc  s„^  =  ps^  si  r,^j^  =  i\,  ce  qui  est  vrai,  car  on  a 

d'où  v„  =  —  ,    et  M„  3=  0. 


Maintenant 


or  ?-,^i  =  ?-„  +  2w„_i  =:  ?'  +  2«f„_i  ; 


« 


donc  ?•  =  —  .  r„-i  —  "«-1  ; 

mais  r  =  *i>  -j-  «<  ; 

donc  v„_i  ■=  (iv,    î/„_i  =  —  «  : 

donc  r„_i  =  *?'  —  ur=.r  —  2î<  =  r^  ; 

et  par  conséquent  Sn^-=-{.is^. 
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On  démontre  de  la  même  manière  que 

''r.-A-  =  '>'k 

Le  signe  supérieur  à  lieu  si  k  est  pair,  et  l'inférieur  si  k  est  impair. 

Soit  n  un  nombre  impair  =  2«  -f-  1,  on  aura  en  faisant  k-=u  -\-  1 

Wa  =  — "a, 

donc  f.1  ^=  1.     Donc  si  ii  est  un  nombre  impair  on  a 

S„-k  =  *fc-i 

On  a  aussi  w^  =  0. 

Donc: 

"Toutes  les  fois  que  l'équation  P-  —  Q'H  =  1  est  résoluble  en  sup- 
posant Q  une  fonction  d'un  degré  impair  2«  -|-  1,  on  a 

L'inverse  a  aussi  lieu,  ce  qu'il  est  aisé  de  voir. 
Lorsque  n  est  un  nombre  pair  =  2«,  on  a 

Ma-l  +  «a  =  0 

pour  condition  de  la  résolubilité  de  l'équation  P'^  —  Q'^B  =  1.  On  voit  aisé- 
ment que  ces  conditions  sont  bien  plus  simples  que  la  condition  mentionnée 
plus  haut  que  s„  doit  être  une  quantité  constante. 

57.     Connaisant  la  valeur  de  Q„  par  l'équation 
on  aura  les  valeurs  àe  P  et  Q  par  les  équations  suivantes: 

Q„_^  =  2y„-2  .  Q,.-i  +  Qn 

Qn-Z  =  2y„_3  .  Q„-2   +   Qn-X 


Tome  second.  20 
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P=   rQ   +Q^. 

p 

La    forme  de    ces  équations    donne   lieu  à  exprimer  la   quantité  -^    par 

traction  continue. 

En  effet  il  est  aisé  de  voir  qu'on  a: 

''  =  ,.+  >    ■ 


une 


2«;„  + 


2«'3+  •    .  1 

*  + 


2u,-2  + 


2t)„-, 
On  a  donc  P  et  )P  en  transformant  cette  fraction  en  fraction  ordinaire. 

De  cette  expression  on  peut  aussi  déduire  la  valeur  de  ]^^  en  fraction 
continue.     En  effet  en  posant  n  infini  on  a  — ^  =  V^/?,  donc 

YR  =  r+-^    1 


2*^1  +  T 


,  '^      lv^+  in  tnf. 

Dans  le  cas  où  l'équation  P-  —  Q"B  =  1  est  résoluble,  cette  fraction  prend 
une  forme  remarquable,  car  elle  devient  dans  ce  cas  périodique;  d'où  il  est 
aisé  de  se  convaincre  par  ce  qu'on  a  vu  précédemment. 

On  voit  aussi  que  si  Q  est  du  degré  n,    les  quantités  v,  v^,  v^,  i\  etc. 
sont  du  premier  degré,  excepté 

qui  sont  toutes  du  second  degré.     En  eflet 

/■ 

Vn  =  *'3,.+2  =  .  .  .  =  *'(2t+l)n4-2fc  =  

r" 

*'2n+l  ^   fin+S  =  •   •   •  ^=-  Vlkit+2k-l        =   ''• 

58.     Je  vais  maintenant  déterminer  les  quantités   /%,  «„,  *„  et   /•,„  pour 
toute  valeur  de  ?n. 

Soit  pour  cela 

r,„  =  X-  -\-  ax-^  h„, 

"^m  '^iii     "l     Pm^ 

*'m=(^m  +  ^)- 
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a  est  le  même  pour  toute  valeur  de  m,  ce  qu'il   est  aisé  de  voir.     En   substitu- 
ant ces  valeurs  de  r„,  s„,  et  /•„  dans  les  équations  (I),  (2)  et  (3),  on  aura: 

x^  +  a.v  -f-  /^„  =  x'^  +  «.r  -f-  h„_i  —  2//„,_i 

x'^  -\-ax-\-  h,^  =  (r,„  +  p,„x){(j^  -\-  x) . \-  "m- 

De  ces  équations  on  tire  sans  peine: 

^    ^      .  _L_  A     «— •^--> 


■^  m-'l 

1 

i^-. 

IK,— 

)>,n-1 

+ 

4    «"-• 

K  — 

b^. 

— 

2/^,._^ 

Or,.  

a 

— 

V...  — 

h 

c^g. 

b,„  =  —  /,„._!  +  2 .  -^(«  -  ^. 

Au  moyen  de  ces  équations  ou  peut  successivement  déterminer  toutes  les 
quantités 

'-wo     ''nt?  y  m  5    pm    ei     t'u,  • 

mais  en  les  combinant  avec  l'équation  (4)  on  les  déterminera  de  la  plus  simple 
manière. 

Cette  équation  donne: 

d'où  l'on  tire 

<^m-l  .<-„.=  f  +   6'^   **« 

Pm-1-P..=  2(6  6„) 

^,.-1  -Pm  +  <■„.  -/'m-l   =?  +   2«(*  /'„,) 

en  multipliant  la  dernière  équation  par  c,^i.p,„_i  on  aura: 

C'^m-I-Pm-Pm-I    + /''m-l  '  ^m  •  ^m-l  =  (/^  +   2a(6  —  6™))  f„-l  ./?m_l  ; 

et  en    substituant  dans  cette   équation    la  valeur   de  p,„.  pm-i   et  de  c,„.c,„_i, 
il  vient 

2c'„-i  (6  —  b„,)  4-  p'-m-i(c  +  6-  —  6-,„)  =  ( ;j  +  2«(6  —  b^)) r,„_i  ./>„_i , 
et  en  divisant  par  p^m-i 

2.^{b—  b„,)  4-  c  +  6^  —  b\  =  (p  +  2a{b  -  6J)  ^; 


20 
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c'est-à-dire 


^- ^("- iff^)  (*-*-)='■+**-*'••-?■  ^  ^ 


mais  on  a 


2.   '" 


^('^-i^r)  =  *-  +  *'"-' 


donc  (6„  +  è„_,)  (//  —  i„)  =  f  +  6^  —  è*„  —  p .  -^^ 

ou  bien 


^'  ifr  —  ^+  ^'^  —  *•*«.-!  —  ù.b„-\-  b,„.b„,_i  ; 


et  de  là 


Vai—l 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation 

p^{h^  +  ft.-i)  =  2p.  ^ap  —  p  .  -^  , 

on  obtiendra 

p^{b.„  +  *„,-i)  =  2(^  +  (è  —  6.-,)  (b  —  b^))  {ap  —  c  —  {b  —  *„_,)  {b  —  b^)) 
Cette  équation  contient  une  relation  entre  b^  et  b,„_i  et  des  quantités  constan- 
tes. On  peut  donc  déterminer  b^  par  b„,_i,  et  ainsi  trouver  la  valeur  de  b„ 
par  des  substitutions  successives;  mais  comme  ft,„  dans  cette  équation  monte 
au  second  degré,  il  est  plus  facile  de  se  servir  de  la  méthode  suivante. 

En  mettant  m  —  1  au  lieu  de  /»,  on  aura  : 

p^b„_,-\-b^_^)=2(c-{-{b—b„.^^)(b—b^_,))(np—c~ib—b„_,){b-b^_r)), 
ou  en  développant 

en  retranchant  cette  équation  de  celle-ci 

P%b,„+b„,_r)=2iap—2c){b-b„){b--b„,^^)+2ciap-c)—2{b—b„.)''{b-b^_,y', 

on  obtiendra 

/v^(ft„.-6„.2)=2(«/j_2r)(/A-é,„_0(*-.-2-*,-.)-2(^-^':«-i)'(*™-^'-2)(6„+è„_2-2//) 

et  en  divisant  par  b,„  —  b,„_2. , 

jf-  =  —  2{ap  —  2c){b  —  ^„_,)  —  2{b  —  b„^rf{b^  4-  A„_,  —  2b), 

d'où  l'on  tire 

h    —Oh       h  (cp-^c)  iP'' 

b„  —  2b  —  &„,_.—    j_^^^    —  (ô_j^_,)*  • 

Voilà   l'équation  qui  détermine  bm- 
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Si  l'on  fait  b  —  b„-^q„,  on  aura 


ou  bien 


„     hP"^  +  {ap  —  2c)  ■  q^x  —  q^r .  g^.- 


59.     Avant  de  donner  Texpression  explicite  de  q,„  je  veux  montrer  com- 
ment on  peut  exprimer  les  quantités  u,„,  p„,  c„,,  et  g„  par  q„,  ^„_,  etc. 
On  a  d'abord 

bm  6i»-|-l  1    /„  „      \  . 


^"m  —           2 

—  ^Vïm+i 

"J 

rm/J 

on  a  de  même 

C^l                 C  +  Ç„_i  .  Çm 

,  donc 

i».-i                p 

c.            C  +  q,.  .  ç„+, 
p.                     p 

j 

mais 

>'  "  ;."' 

donc 

p„.p„_i  —  %{b- 

.  9-+1 

On  a  de  plus 

-M  — 

2qm 

d'où  l'on  tire 

29„ 

2v„ 

29„-, 

-.p,n. 

l 

-2 

donc 

Pii 

921-,               921-3 

921-4 
921-5 

92 

9i 

•     P 

lh^+ 

n       921+1              921-1 

1 z.             •  - 

1.1                ÎÎO-J 

921-3 
92(1-4 

93 
92 

.  Il 
p 

Ayant  /?„  on  a 

aussi  t 

'm-,  car 

Reprenons  maintenant  l'équation 

\p'^  +  (ap  —  2c)9„_i  —  ç„_2 .  92^  , 

On  peut  par  cette  équation  déterminer  q^  si  l'on  connaît  q  et  q^.      Clierclious 
donc  d'abord  ces  quantités. 

On  a     q„,z=b  —  b^,  donc  q^b  —  è  =  Oj  et  q^  =  b  —  b^. 
Maintenant  on  a 

b^  =  —b^_,  +  2  ^^(«  -  ^, 
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donc  en  faisant  m  =  1 

donc  ,,=2[*-«.^+(^y]  =  2J^^— ^-' 


Déterminons  maintenant  q„,. 

On  voit  que  q^  est  une  fonction  rationnelle  fractionnaire   de  a,  b,  c   et  /y. 

Soit  donc  ç™  =  ^ 

^„,  et  c„.  étant  deux  fonctions  entières  des  quantités  a,  h,  c  et  p. 
En  substituant  cette  valeur  on  aura: 

Donc  on  aura 

-^-m  '*'m— 2  «^    m— 1 

^m  =  ^P"^  •  -m-2  •  i^m-1    +  («/> 2c)  .2/™-l  .  2„_1  .  î„_2 ym-2  •  J/'n,-  1  • 

Par  ces   équations   on  déterminera  sans   peine  z^  et  7/,„  par  des  substitutions 
successives. 

De  la  première  équation  on  tire 

2  2  *2  2 

^m'=^y    m-l   -y    m-3  ■  y    m-5    ••  -^    m-2A+l  •  *  ;n-2A  5 

donc  22a  =  y^oi-i  •  y  V-3  •  y'^2%-5  .  ..y\.z^, 

22a+i  =  y  2a  •  y  2a-2  •  y'ï'x-i  •  •  •  ^a' 
deux  équations  qui  donnent  c,„  par  y^,  y^,  . .  .y„,-i- 

Développons    les  valeurs  de    quelques-unes    des  quantités    z,   :^,  z.-,,  etc. 

.'A  y^^  y^  etc. 

En  faisant  m  =  2,  3  etc.  ou  aura 

-2=2/? 

2/2=  ^/''-î+   («Z'  — 2^)3/1-1 

z,  =  A{bp'   -  «f/.  +  ^"-f 

2/2  =  hP^      +2{ap  —  2c)  .p^ibp''  —  acp  +  v^) 

2/3  =  Iv'-x-^X  +  («/^  —  2'')  ■y-i^^^'^—y^yl 

etc. 
Lorsque  c  =  0  ces  valeui'S  se  simplifient  beaucoup,  et  on  aura  alors 

«,  =  2*  =  ^ 
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:^  =  y\  =  ^b- 

'^=yl  =  hr{p  +  ^<ibf 
Vz = hP'-l  +  f^py^  •  -2  —  ^hl 

♦4  =  ^^-yl  =  bY(w,'  —  p{p  +  ^ah)y 
3^4  =  s/»*  •  -2  •  -3  +  "py^  ■  -3  •  >2  —  y^-yl 

y^—  UYip  -\-  Aaù) ((p  +  2ab) {p  +  Aab)  —  86') 
etc. 
Au  lieu  de  faire  r  =  0,  supposons  maintenant  ap  —  2c  =  0,  et  on  aura  : 

Si  l'on  fait  ?h  =  2,  3,  4  etc.  on  aura  : 
o  —  àPL 

^3 ^;^ (?! ^;^        ^. 

^*  q^-  •iqc-i:iq,^-p-^y-      ' 

1^  8q,Hp-^-g->y 

GO.     Appliquons  maintenant  ce  qui  précède  à  l'intégrale 

f (j  +  k)ds 

Pour  rendre  les  résultats  plus  simples,  je  fais  r  =  0,  ce  qui  est  permis,  com- 
me on  le  voit  aisément. 

On  a        f___{^±m^^__  ^       1      .  ,„„.  (P±qvR\ 

J  i/[(j:2  +  ax  +  hy-  ^px']  Un  +  4  *   V  P—  Q/ZÎ  / 

OU  bien  puisque  P*  —  Q'^R  =  1, 

Pour  que  cette  équation  soit  possible,  il  faut  avant  tout  que 

P^  —  Q\R=1, 
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donc  on  aura  pour  condition  de  l'intégrabilité  : 

s„  =  à  une  quantité  constante. 
Or  on  a  *„  ^  c„  -j-  p„x. 

11  faut  donc  que  pn  =  0. 

Si  cette  condition  est  remplie,  on  peut  toujours   déterminer   k  de  la  ma- 
nière que  f---S^±ïlÉl devienne  égale  à  ^—  •  log  (P  +  QVR) 

Cherchons  cette  valeur  de  k. 

On  a  vu  qu'en  faisant 

P=/-+/-0):r+... 

k  est  égal  à  ~ —  î^     (No.  47). 

*  11+2  e         ^  ' 


11  s'agit  donc  de  trouver 


/(i) 


•o 


On  a  P      =    vQ    -\-Q^ 

Q      =j   {^+9)  -Q^  +  Q, 

Pi 
P'2 


Qn-l   =   {■r+ffn-l)Qn 

p.-l 


Q,^     z=  const. 
d'où  l'on  tire  sans  peine  : 

e('0     =^.  1-  .A.  A.. ..A-, 

P       Pi       Pz      Pa  P"-' 

P  Pi  P'2.  PZ  P'-' 

Maintenant  on  a: 

"■"  ■  e(").jr"  + e  ("-').  J""' +  .. .  ' 

donc 
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«  +  1 


donc  e("> .  k  +  é?("-^>  =  2A.{n  +  \).fi^+^)=  !l^  .  f(«+^)  ; 

or  /■("+»)  =  <?<"-!) +  «.e(»)     (No.  50) 

donc  c(-) .  ^  +  e("-V)  =  ^'±1 .  pC'-i)  4-  Zi±i  .  « .  e(n) 

'  n  +  2  '     7J  +  2 

j                                         j          n+l                   1          eC-i) 
donc  K  = .a •  , 

«  +  2  «  +  2         eW     ' 

et  par  suite  k=  ^^  «  —  -l-^{g^g^-\-g^^ ...^g„_^). 

On  peut  aussi  exprimer  k  d'une  autre  manière. 

On  a  g^=:a —;  donc  en  substituant  et  remarquant  que  c„_i  =  c  =  0, 

71  +  2  '     n  +  'À\p^  P-i  Pi  P-'.  ' 

61.      On  a  vu  que  l'équation 

Pn  =  0 

contient  la  condition  pour  que 

/^^''JY"  ««it  =  2AAog{P  +  QVB). 
Cette  condition  équivaut  à  celle-ci: 

f/n  =  0, 

car  on  a  ]^n-p,.-i  =2(jf„.     (No.  58) 

On  a  aussi  dans  le  même  cas       Qn-k^  qh-i- 

En  combinant  cela  avec  tout  ce  qu'on  a  vu  précédemment,   on  en  déduira 
la  règle  suivante  pour  trouver  toutes  les  intégrales  de  la  forme: 

(x  +  k)dx 

y-  [{s"^  +  ax  +  b)-  +  px  +  c] 
qui  puissent  s'exprimer  par  la  fonction  logaritiimique 

2J .  log  [P  +  QV{(x^  +  ax  -^br^px-\.  c)], 
savoir: 

"On  calcule  toutes  les  quantités  q^,  q^,  q^,  etc.  d'après  la  formule 

,.     ^P'^  +  {ap  —  2c)?.^.  —  q^2.qK-i 

en  supposant  q  =  0  et  q^  =  2.    ^       ""^ — —' 

Puis  on  fait  successivement 

'/i  =  0^  ^2  =  0,  q^  =  0,...q„  =  0  etc. 
où  en  général  q„_t,  =  q^_^ 

en  donnant  a  n  toutes  les  valeurs  possibles. 

Tome  second.  21 
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Cela  posé,  on  aura  toutes  les  valeurs  que  R  peut  avoir  en  élimi- 
nant entre  ces  équation  et  l'équation  R^^Q  une  des  quantités  «,  p, 
b  et  c. 

Ayant  trouvé  iR  on  a 
où  l'on  a 


Faisant  ensuite 


V 


2» 


C, 

c  +  qm  .q.- 

1 

P" 

P 

îza 

Î2Ct-3 

92 

9i 

p 

?2a-. 

9îc(+. 

92a-. 

.    93 

9i 

I.r, 

1>^-2 

92 

P 

fl  

C  +  q„q„_. 

P 
on  aura  les  valeurs  de  P  et  de  Q  en  tranformant  la  fraction  continue 

-—■=x'^-\-ax-\-h-\- 


j£±li_  +  . 


^±^+.  .  1 


+ 


X  +  g-.-i    _^  1 


/».-»  X  +  gn-\ 


en  fraction  ordinaire,  savoir  en   supposant  q^,,  =  q^._i.      Ces    valeurs 
trouvées,  on  a  enfin 

La  résolution  du  problème  dépend  donc  du  calcul  des  quantités  q^,  q^, 
'/s'  î'45  ^t<^-  ï^^s  valeurs  de  z^,  y^,  z^,  y^,  z^,  y^,  etc.  trouvées  dans  le  nu- 
méro S9^  donnent  immédiatement  dans  la  supposition  de  <•  =  0,  quelques-unes 
de  ces  quantités.     Les  voici 

q    =0 

q,  =  2b 

„    P(P  +  ^t) 
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2b[Hib^  —  p(p  +  4ab)] 

^'  {p  +  4c6)2 

4bp(p  +  4a6)(;)2  +  Qghp  +  Sa'i*  —  8*») 

62.     Prenons  maintenant  quelques  exemples. 

1.  Soit  ??  =  1, 

Dans  ce  cas  on  a  ^^  =  0 ;  c'est-à-dire  h=  0; 
donc  k:=:  ^a  et  ff  :=  a. 

On  a  par  là 

P  2      1  ,1  (x+fl)2.J  +  |>    . 

Q  '  '     s+  a  j?  +  a 

P 
donc  P=z{x-\-a)'^x  -\-p,     Q  =  x-\-a; 

donc  enfin 

2.  Soit  ?z  =z  2. 

On  a  <y2  =  0;  doue  p  =  —  Aab,  k^^a;  on  aura  donc 

3.  Soit  w  1=  3. 

On  a  «^3  ^  0,  donc  p"^  -\-  Aabp  =  16l>^,  d'où  l'on  tire 
p  =  —  2b(a  ±  Via"  +  46)) 

k  =  ^a-\-^.^ 

j^  ^  li92.  3^  9j1  ^  i^  ^  1  C«  q:  ^(„2  _|_  4j)V 
Pi  P  P  P  ^^ 

donc         À:  =  1-  (I G  +  ^  j/(e*  +  4è)). 

On  aura  doue 

J  V[(j2+«x+i)2— 26(a+v/(a2+4rt))j:]  ^      *  *■     ^^*^       ' 

Nous  avons  supposé  dans  ces  exemples  c  =  0,  mais  il  est  clair  qu^on  obtien- 
dra les  intégrales  les   plus   générales  en   mettant  x  -\-  a  au  lieu  de  x,  a  étant 

une  quantité  indéterminée. 

21 
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Problème  IF'"'. 

—  •         „    qui  peuvent  s'exprimer  par  la 

{  P  +  Q\/R\ 
fonction  logarithmique  A.log  l -jj a  /  n  )  ' 

63.  Ce  problème  est  dans  le  fond  un  cas  particulier  du  problème  II"', 
mais  comme  sa  résolution  est  très  importante  dans  la  théorie  des  fonctions  el- 
liptiques, je  veux  en  donner  une  autre  au  moyen  du  problème  précédent. 

Soit 

J      vR'       ~  '^KP-qwR'^ 

l'intégrale  la  plus  générale  qu'on  puisse  exprimer  par  l'expression 

En  substituant au  lieu  de  y,  on  aura 

x  +  l  ^ 

«  +  A:'  =  A;'  +      1      _   ^•■r+A-7  +  1   _        V  k'  /  _  k{x  +  k) 

"  x  +  l  x  +  l  x+l  x  +  l 

en  faisant  k  =  l  -{-  — - . 
On  a  de  même    dy  =  ■ 


{x  +  /)* 
Soit 

R'  =  iy'  +  ay  +  bf  +  c  +  py, 
on  aura 

n, [1  +  a(x  +  l)  +  b{x  +  l)^Y  +  p{x  +  1)3  +  c(x  +  /)* 

dODC 

yji,  __  •[(i  +  a(j+/)  +  *cx + lyy + p{x + /)»  +  c{x +0*1 ^A 


(x  +  /)2  (x+0- 

r.-  P+Q^R  ,       .        ,  P'  +    Q'^R'  1 

Désignons  par  — — ^  ,^    ce  que  deviendra  -= ^        ■  en  substituant 

*  ^        P—Q^R         ^  P'—Q'y'R'  x  +  l 

au  lieu  de  y,  ou  aura: 

_^,     fix+k)dx    -J,   lo^l^^-^gZ-gy 
^  J  (x  +  lWR  —  "^-'"'VP-Q//?/' 


ou,  en  faisant —z=A, 

k' 
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J  jc  +  l       VR  '°\P—Q^/r) 


VR  "VP— Qy/iî- 

Cette  intégrale  est  maintenant  l'intégrale  cherchée  la  plus  générale,  ce  qu'il  est 
aisé  de  voir. 

11   faut  maintenant  déterminer  l. 

On  a 

i2  z=  (1  +  (:r  +  /)«  +  {X  +  Ifb)-  +  p{x  +  If  +  r(.r  +  If, 
c'ést-à-dire 
/?=:!  +  2a{x  +  /)  +  («^  +  U){x  +  /)'^  +  (2a^.  +i,){x  +  /)'  +  (6^  +  r)(a-  +  If, 

ou  /2  =  (6*  +  f )  {x*  +  (5a-*  +  yar''  +  (Sx  +  «) 

où       ,y  =  (4(//'  +  r)./  H-    2«6  +  ;j):  (//'+f) 

-    }'  =  (6{lr  +  r) .  P  +  3(2«6 +/>)/  4-     «^  +  26)  :  (/>""  +  r) 

,;?  =  (4(6-  -f  r) .  /'  +  3(2ab -\-p)P  +  2(«-  +  2ù)l   +  2«)  :  (//'  +  r) 
«  =  (  (6^  +  ^)./*+   {2ab-\-p)P-{-   {fp-\-2b)P-{-2al+i):  {b^  +  c). 
De  ces  équations  on  tire: 

2ab-\-  p  =  {b^-^c){iy  —   40 
a''-\-2b  =  ib^-^c){y —5dl-{-   6/') 

2«r  =  (6"  +  c)  (p'  —  2;/+  5ÔP  —  AP) 
l  =  (6^  +  r)(«-  ,:?/+   yP-ÔP  +  Py, 


d'où,  en  faisant 


on  tire  :  a  —  ^ . 

■^     a' 


«'=,«—   ,?Z+  j'/'^  _  (57»  + /■ 
^S'  =  i^  —  2rl-\-5ôP—4P 

y'=zy  —  5dl-\-6P 
ô'=d  —  Al, 
_1      P' 


14 


6  —  —  i     P'  -i-  1   I 


a' 


a'         T  Va'  ï  a'^/ 

^         a'         ^*  a'Va'  ï"  a'^  A 


En  substituant  maintenant  ces  valeurs  de  a,  b,  c  et  p  dans  l'équation  qui  ex- 
prime la  relation  qui  a  lieu  entre  ces  quantités,  on  aura  une  équation  entre  /, 
u,  jj,  y  et  (5,  d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  /. 
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On  aura  donc  enfin 

De  cette  équation  on  tire  ensuite 

d'où 

(x  +  Z)/^  l  —  k'JvR  l  —  k         '     ^^\P—Q^rJ' 

et  de  cette  manière  on  obtiendra  toutes  les  intégrales  de  la  forme 

/'      dx 
(x  +  l)\/R 

/dx 
— —   et  la  fonction  logarithmique 
y'  R 

En  mettant  —  /au  lieu  de  /,  on  aura 

f       dx  _  _  _1_    fdx       .      4V{h^  +  c)    lo^/'j^^Q/^^ 

J  {x  —  l)v^R  l+k'J  \/R~^         l-\-k        '     ^\P—q\/RJ' 

ou  bien,  comme  on  a  vu  No.  4d, 

f       dx 1_    d'Jx 1 1      /P+g/^\ 

J  {x  —  l)^R  l+k'J  VR  (2«+4)i/(a+pZ+Yi2+5/3+/4)-     *VP— Q/^/" 

Si  l'on  suppose  A:  -f-  /  =  — -  =  oo,  ou  k'  ■=  0,  on  aura 

Prenons  un  exemple. 
On  a  No.  52 

^  v/[-r*  +  2x3— 3x2  — a'(x— 1)]  «.      '^XP'—q^R'J 

Soit  a:  = ,  on  aura 


xdx 


dy 


iy-iy 

ff_   l+2(y-/)-3(y-/p-a'(y-/p  +  a'(y-0" 


donc  R^{t±}y^lJyl±M±A 

(y-O* 
d'où  l'on  tire        ,     â=z  —  1  —  41 


a. 


y  =  (—  3  H-  Zu'l  +  6u'e)  :  «' 
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,^  =  (2  +  6/  —  5a<P  —  4«V')  :  a< 

«  =  (1  —  2/  —     3/'^  +  a'I^  +  a'I*)  :  «'  ; 

En  faisant  /  =  0  on  aura 

f ^-1 =  -  i  loo-  (l±3}^\ 

or  P'  =:  ^-3  _^  3^2  _  £  _  a  ^  jp,  ^  ^  _j_  2  . 

donc  P  =  1   +  3j:  —  (2  4-  .^)^',     jy  =  1  4-  2a;. 

Dans  le  problème  troisième  j'ai  donné  une  méthode  de   trouver  toutes  les 
intégrales  de  la  forme/      t^—  qui  peuvent    être    exprimées  par  la    fonction 

logarithmique  ^•log(^^^^  j.  Dans  la  suite  de  la  théorie  des  transcen- 
dantes elliptiques  je  montrerai  comment  on  peut  trouver  une  infinité  d'autres 
intégrales  de  la  même  forme,  intégrahles  par  d'autres  fonctions  logarithmiques 
qui  sont  toutes  composées  de  termes  de  la  forme  A . log  ( — +  (tv^\  comme 
nous  avons  vu  à  la  tète  de  ce  chapitre. 

CHAPITRE    III. 

Sur  une  relation  remarquable  qui  existe  entre  plusieurs  intégrales  de  la  forme 

/dx  i*  xdx  à'x-^dx  /•       dx 

VR  '   J   VR    '    J    VR      ^  J{x  —  a)\/R  ■ 

64.     Nous  avons  vu  dans  le  chapitre  précédent   qu'il  est  en  général   ira- 
possible   d'exprimer  l'intégrale  j- ^ — -  par  les  intégrales  f^~  ,     /!f^ 

J{x—a)y/R    *^  '^  J  V  R       J    VR 

/x'^dx 
— — -  :  néanmoins  si  l'on  prend  cette  intégrale  entre  des  limites  convenables 

il  est  toujours  possible  d'exprimer  l'intégrale  / ^ par  les  trois  intésrra- 

•/  (x — a)\/  R 

les  ci-dessus.  Ces  limites  sont,  comme  on  le  verra,  les  valeurs  de  x  qui  ren- 
dent R^O. 

Soit  P=f- - 

^       J  {x  —  a)VIt 

En  différentiant  p  par  rapport  à  «  on  aura 

dp^  /*        dx 

da        J  {x—aYVR  ' 
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C        dx  .  ' 

Maintenant  on  a  vu  dans  le  premier  chapitre  que  Ê-, — —  est  toujours  re- 

•/  [x  —  ay^  \/ JC 

/>        ffj. 
-. \   ,  „  • 
(x —  a)  y  H 

En  effet  on  a  No.  15 

—   ,     ^^^  +const. 
{x  —  a)  .fa 

OÙ  A  =  —  t(r  —  :^da,  B  =  :^â,  C'  =  f,  R  =  fx. 

Donc  en  substituant  pour  /^^ ^\  ^„    et   f- "^^   .„  leurs  valeurs,  ^  et 


dp 


-^,  et  prenant  les  intégrales  de  manière  qu'elles  s'évanouissent  lorsque  a; =?', 
da 

r  étant  une  valeur  de  x  qui  rend  R^O  =  fx,  on  aura  : 

da      '     ^  fa     ^  {a  —  x).fa~faJv{fx)^     ^  ^  ' 

Cette  équation  devient  intégrable  en  la  multipliant  par  ]/(/«).</«;  car  on  a  alors 

En  intégrant  on  aura 

,.K,/-„)_,/,A).yi,^i;L_  =/^/^,  (^ + a.+ cv,+c„„s.. 

Si  on  prend  l'intégrale  do  a  =  r,   on  a  const.  =  0, 

on  remarquant  que  A  -\-  Bx  -\-  Cx^  =  |  dx  -\-  tx"^  —  (^  àa  -\-  ta-). 

Maintenant  on  a 

Jv{fa)Jv{f^r^       ^  ^  ' 

Donc  en  substituant  cette  valeur  et  remettant  la  valeur  de  p  on  aura  l'équation 
suivante  : 

>"(^«)  -fix-aUf^)  -  ^^f^^/ia-xWifa) 

y*  da        r{^hx+e.x^)dx    /*  dx       fj^ha  +  &a^)da  ,. 

r j-T-;- 
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et  l/^f  fx) .  /  ; '■!*,..   exprimée  par  Jes  intégrales  de   la  forme  i—r~r  et 

^'    '  J  (a—x)^/{fa)  ^  "  •'V(fy) 

I      ^/r^M    ^  '  '  ^^  1"*  ^'^^^  ^'^^^  remarquable. 

.    .,  ,  .    de  a:  =  r 

(x— c)/(/r) 

à  a:  =  r',  r'  étant  une  autre  valeur  qui  rend  fx  =  0.     On  a  donc  dans  ce  cas 
'^^'^''!/^     {^-a)V{fs)~JrV(N)Jr  v/(/r)  Jr     V(/r)J'      V^(/«)       ^' ^ 

par  des  intégrales  de  la  forme  f—^—  et  f^y±!^É)^    ce    qui  est  très   im- 
portant  dans  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques. 

Soit  r"  une  troisième  valeur  qui   rend   fx  =  0,  et  supposons  a  =  r",  on 

aura  fa  =  0  et 

y.'-"     da  p  »•'  (^5j  +  is'^)dx  /»>-'      dx  p '■' {^ha  +  ta^)da  ,. 

r      VïM'Jr  TCÂ)  —Jr      VU^  '  J  r  V  {fa)  '     "     "     ^''^ 

une  équation  qui  exprime  une  relation  entre  quatre  intégrales  définies. 

Supposons  dans    l'équation  («)  que  x  ait  une  telle  valeur  que  l'intégrale 
j- "  puisse  être  exprimée  par  des  intégrales  de  la  forme  f—n-pr   et 

-j-TT^-r-  ,      et    soit 

V^(/«) 

/'  ^"  _f{A+Ba)da      ,    ^, 

J  {a-x)v(fa)       J       V{fa)        "•" 
w  étant  une  fonction  logarithmique. 

En  substituant  cette  valeur  on  aura 

_\     P     fia        /*"  {^hx+tJ:^).dx  p<i>    dx        p  (^ha+ia-)da 

•JrVW)'Jr        '     Vifs)  Jr    V{Â)'J r  Vif») 

Les  intégrales  sont  prises  depuis  x  =  7'  jusqu'à  x  =  w,  lo   étant  une  telle  va- 
leur que 

/da  ^fiJ+Ba).da      ,    ^^, 

(«-o)/(/a)       J         V{fa)         "^ 
Supposons  de  plus  qu'on  donne  à  a  une  telle  valeur  o  r=  w'  qui  rend 
f  dx  ^r{A'  +  B'x).dx      I    ^^,, 

J(x_o')v/(/x)        J  VU's)  ^ 

Tome  second.  ^^ 
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w'  étant  une  fonction  logarithmique,  on  aura 

"^y^-       V(fa)Jr  Vifs)  Jr     VÏM'Jr  V  ifo) 

65.      On  peut  trouver  une   relation  encore  plus  générale  entre   plusieurs 
intégrales  définies  de  la  manière  suivante. 

Soit  s  une  fonction  logarithmique  quelconque  de  la  forme 

En  prenant  la    différentielle    de   cette    expression  on  a,  suivant  ce  qu'on  a  vu 
précédemment,  un  résultat  de  la  forme  : 

ds  =  -%(B  +  Ca,-\--^  +  -J^  +  -Jl^  +  .  ..  etc.); 

donc  en  intégrant 

J  \     VR    ^         '      J  (x  —  (,)^Jt     '        J  (x  —  a')s/R     ' 
Prenant  ensuite  l'intégrale  depuis  .r  =:  r  jusqu'à  x  =rz  r',  on  a 
s'  —  s=  r''iB+Cx)dx 

Jr  Vifs) 

"*"    Vifa)\Jr'Vifâ)'Jr  VU^)  Jr      'VWi'Jr'  VW)  ^ 

I         Ij'      /    /»      da'         /»'■' (^8x+ £x2)rfx   /•'"      </x         /»  (j8a'  +  £a'')rfg'  \ 

"^    Vifa')\Jr^{fa')Jr  7(Â)  Jr     'VïMjr  VifiÔ  ^ 

-}-  etc. 
ou  bien 

Jr  Vifs) 

/«'^      dx       /      L n{^ha  +  za'^)da     .         L  /^(^ha'+ta"^)da'    ,  \ 

Jr       Vifs)'\VUâ)Jr  Vïfâ)  ^     Vifa')Jr  Vifl')  "^  V 

"^J-  v/(A)        A  ^  (/«)  J.  v'C/a)  "^    v/O')  Jr  v/(/«')   "^  ■  ■  ■        V 

Toutes  les  intégrales  qui  se  trouvent  dans   cette   formule,  sont,  comme  on  le 
voit,  de  la  forme 


r  dy  f  ydy      .  fj^dy 

J  Vify)  '  J  Vify)     J  Vi 


Vif  y)  '  J  Vif  y)     J  Vify)  ' 
et  l'équation  exprime  par  conséquent   une   relation  très  générale   entre  un  sy- 


stème d'intégrales  de  cette  forme. 
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Réduction  de  l'intégrale  / ~  à  la  forme 

/(sin'9).rf9 


/-. 


\/(l— c^.siii^cp) 
Voyez  Legendre  Exercices  de  cale.  int. 


Réduction  de  Vintéqrale  / — •f^"'"  V' ^^  •. 
aux  !"téffrale.f      J^l  ,  fdcp.V{l-c\  sin»  et/-  '^^ 


V/(1  — c-siii2ç)' -^    ^  '^    ^  ^'    ./ (l+w.sin2ç)v/(l— c2sin«9) 

Voyez  Legendre  Exercises  de  cale.  ittt. 


Comparaison  des  transcendantes  elliptiques. 
Voyez  Legendre  Exercises  de  cale.  int. 


Evaluation  des  transcendantes  elliptiques  par  approximation. 

Voyez  Legendre  Exercices  de  cale.  int. 

(Ici  l'auteur  a  laissé  une  feuille  blanche  dans  son  cahier  pour  marquer  une  lacu- 
ne, qu'il  s'était  proposé  de  remplir;   puis  il   continue  comme  il  suit. 

Note  de  l'éditeur.) 

Réduction  des  transcendantes  elliptiques  du  troisième  espèce  par  rap- 
port au  paramètre. 

Considérons  l'expression 

arc  tangf     '     ^j  =  .y, 

en  la  différentiant  on  aura 

r  P.^/R\  j_f       dR         R(QdP  —  PdQ) 

^     Q     )  _    ^"Q  ■    VR  "*■         Q--.VR 


ds 


,      P-^R  P"-.R 


nu  bien 


1    ^    ^'  ds    '  "\^'  ds         "  '   ds  J        ds  M        ds 


Q^  +  P'^R  y/R  N      VR 

Soit  Q'^^p\R  =  k{l.^  nx^)(l  +  7i^xy 

P=:l  et  Q  =  xia-^  bx-). 
En  substituant  on  aura 

x\a-\-bx''y  +  (1  — j;-)(l  — f^a:*)  =  A-(l  +  wa:")(l  +  «^;r')' 
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En  faisant  x=  1  et  x  =  —  on  aura 


\2 

l2 


(«  +  6f  =  A-(l +«)(!  +  »,)' 
d'où  l'on  tire 

donc     b(l-±)  =  [il-\-n,)Vil+v)^r(l  +  ^)|/(l  +  ^)]Vk 

On  a  de  même 

b^  =  kn.n^ 

h  =  Wj]/?« .  ]/A:. 
En  substituant  cette  valeur  on  a 

ou     nl—{l—c'')Vn—c^V{i^n)+V{c''+'»))='^W{^+n)—Y{c-'+n))  ; 

donc  7?  =  c^[v/(l  +  7»)-v/(e^  +  /0] 

^         — (1  — c2)v/«  — c'V(l  +  ")+  v'Cc^+w)  ' 
ou  bien   en  multipliant  en  haut  et  en   bas  par  }^ii-\-n)-\-Y(r'^-\-n)  et  en 

réduisant 


w— /«.v^(«+l)+v/[(l  +  n)(c2+K)]— ^/[«(cï+w)] 
c'est-à-dire 


1        [v/«— v/(l +  «)].[/«— /(«*  +  «)] 
et  en  multipliant  en  haut  et  en  bas  par  (]/«  +>^(1  +  ^'))(K'*  +  Kk^  +  ^O)» 
on  aura  w^  :=  (l/(l  +  ??)  +  l/^w)  (l/r^  -f  ?i)  -f  ]/»)' 

ou  enfin  «,  =  .  .[|/(l  +  1)  +  l]  []/(l  +  v)  +  ^1  " 

On  a         A:=:l^  donc  è=iz/;j^|/w,  a  =  (1  -(-  wjl/(l  +  ?/)  —  Wj^/?. 

On  trouvera  de  même  o  =  -^.(^{c"^  -\~  «i)K(t*  +  ")  —  ^'iK'O- 

Cherchons  maintenant  la  valeur  de  3f. 
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On  a  jP*  +  /?  =  (1  -j_  nx^)  (1  +  7i,x^y  - 

(loue  ca  (litrérpnti.int 

^QtfQ  +  <fR  =  2(1  +  Wi*-^)((1  +  nx^)2n,x  +  (1  +  n,x'')nx).dx 

doii  2(> .  ^  +  ~  =  2(1  +  «1^-") (2w,  +  ?^  +  3w«i.r^) . x. 

En  multipliant  par  Q  et  substituant  pour  Q"^  sa  valeur  (l-j-W'^''*)(l+Wja:'')^ — /» 
on  obtiendra 

2{].+nx^){i+n,x'')\  ^—m.^  +  Q^  =2Q{i-^n,x-'){2»,+n+^nn,x-'),x. 

Maintenant  on  a 

donc 


M 


=  (1  +  "x-^")  ((2"i  +  n  +  3nn,x^)xQ  —  (  1  +  n:i;»)(l  +  n,x').  ^)  . 


Or     iP  =  «fj;  +  bx^,   donc  --^  =  o  +  3i:r''. 


On  tire  de  là 

M=  (1  +  Wiar^)[(2w»i«  —  (w,  +  2»)*)  ••*•■*  +  (Wi«  —  3A).r*  —  «]. 
Donc 

M  [2«Hta  — (»t  +2«)6].x^*  +  (?^,g— 3ft).j''  — g 


=  ^H i^ I ^ 

l  +  Tij;^  l+7^, 

OÙ  l'on  trouvera 

J  =  2«  —  f—  +  -V 


x^' 


j  26    ^n^  

L—  -* 2a  =  Vn  —  2a. 


n 


On  aura  par  conséquent 
arctang(v^)  =  [2«-(l  +  |->].^+(^-«>^('')+(^'^-2«)-^K); 


donc 


/l        2\ 
n(«)=  ,    ^"       .arctg/:^)-^"~^^"'^^^F+  (2a -//>)/"     ^.,  ) 


yn 
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On  trouvera 

\  n  j        n  / 


2av/«  — (2«i+w) [»  +  2v/(l  +  w)v/(cg  +  «)] 

2nT  2»! — av/«  «^  4- v/(l +n)\/(c* +  n) 

—  a 


Donc  on  aura 

i7(«)=  _-^^^_ .  arc  tg/-^)  +  ?^ï^^=^^ . /^+ ^^^ 

Où  «X  =  ±  (K(»  + 1)  ±  K«)  (/(«  +^')  ±  K«) = A«) 

a  =  («,  +  \)V{n  +  1)  +  ?iiK«  =  %{n\ 

Ou  bien  en  faisant  pour  abréger 

-h^     ,      =  a  =  (lUi) 

2nj^  +  a\/n  ^^  ' 

2ni  +  a/M  '  ^  ' 

-=ï=-^^ — ^r- — ^-^^ —  =  y  =  mn)      et  C  =.  —  - — - , 

— 7r — /■ 
Soit  maintenant 

on  aura  de  la  même  manière 

n{n,)  =  p,F+  r,rJ{n,)  —  a,  arctang  (Jhf±hfL)  . 

En  dérivant  les  quantités  W3,  a,,  /^j,  y^,  «j»  ^2  "^^  '^  même  manière,  on  aura 
/7K)  =  ^,F+  r,/7(«3)  -  a,  arctang  (^5f±^)  . 
etc. 
En  faisant  des  substitutions  successives  on  aura  donc: 

n(n)  =  (/S  +  fi^r  +  ^îJTi  +  /*,m;'2  +  •  •  •  +  ^^-irrj^  •  •  •  r^^)F 
+  rrir^r^---rrr,-i.n{n„)  —  «.arctg.(i^±^!l^) 


«.y-arctg^i-!— ^— ?-j 
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—  «2^  aictg.  y     \/jt        ) 
etc. 

—  «»-i .  rrir^r,  ■  •  •  ;'m-2  •  arc  tg.  (^-î^ — -^ — '—^ . 

Considérons  maintenant  la  loi  que  suivent  les  quantités  7i,  n^.  n^  etc. 
w,  a  les  quatre  valeurs  suivantes: 

1.  v,=        (]/-(,, +  l)  +  iA,)(|/(„  +  r*)  +  T/») 

2.  V,  ==        (]/(«  +  1)  -  Vu)  (K(w  +  r^)  -  Vn) 

3.  7;,  =  —  (V(7i  +  1)  +  l/?^)  (K(''  +  c^)  -  Vn) 

4.  71,  =  -  (Vin  +  1)  -  Vn)  (Vin  +  r^)  +  Vn). 
Soit  d'abord  w^  =  (]/(«  +  1)  +  K«)  (l/"!//  +  c-)  +  K^)  ; 

on  voit  aisément  que  ?/j  >  4m,  car  comme  >^(/i  -j-  1)  >  Vn  et  |'^(n  +  e*)  >  V» 
on  a  w^  >  (!/"«  +  Vn)  (/«  +  K«), 

c'est-à-diré  7i,  >  4«, 

de  même  «.^  >  4wi  >  4'/? 

«3  >  4w2  >  4'm 


w„>4h„_i  >4*".7^. 
On    peut    donc  faire  en  sorte  que    «,„   devienne    tiussi   grand  qu'on  le  voudra. 
D'où  il  suit  qu'on  peut  exprimer   la  fonction   //(«)  par  la  fonction   /?(//„)  dans 
laquelle  w„  est  plus  grand  qu'un  nombre  donné  quelconque. 

Considérons  maintenant  les  quantités  a,  b,  ce,  i^^  etc. 

On  a  6  =  fiiVn-     b  est  donc  positif  et  très  grand,  si  n  est  grand.     La 
valeur  de  a  est 

a  ==K +  !)]/(« +  l)-;^Kn, 
d'où  Ton  voit  sans  difficulté  que  a  croit  en  même  temps  que  n  et  que  par  suite 
les  quantités  a,  a^,  a^,  etc.  vont  en  croissant. 

On  a  de  même 

„       _  v/(«-.) 


2/z,  —  a.-i.\/(w»_i) 
En  substituant  les  valeurs  de  ??„  et  de  a^i  en  w„_i  on  verra  que  «„,_!  est  une 

très  petite  quantité  de  l'ordre  — ^ r-  • 
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On  a 

., /  W.-I  +  2/(1  +  7;„_,)  ■  v/(c^  +  n„-,)  \ 

""'  V   «„+ v'(l +«„_i).  v/(c'^ +«„_i)    /' 

d'où  l'on  voit  sans  peine  que  (i  est  toujours  contenu  entre  les  limites  —  1  et 
—  1^,  et  que  la  série  des  valeurs  de  /î  tend  continuellement  vers  la  dernière 
limite,  lorsque  n  est  positif. 

Enfin  on  a 

(2«  — ■/?^)^/7^  [2t/(c''+w)  +  2v/(l  +7l)  +  ^/n]^/n 

27<j — a/w  «1  +  V^(l +  «).  \/(c'^ +  ?/) 

En  différentiant  la  valeur  de  y  par  rapport  à  m  on  verra  que  -~  est  toujours 

positif,  lorsque  n  est  positif  On  conclut  de  là  que  la  suite  des  valeurs  de  y 
tend  continuellement  vers  la  limite  1  en  croissant. 

Considérons  maintenant  la  seconde  formule 

n,  =  {Vin  +  1)  —  Vn)  (V{n  +  ç')  —  Vn). 
Supposons  d'abord  que  n  soit  très  grand;  alors  on  a 

donc  n,  =  ~ — 

Donc  à  mesure  que  /*  devient  plus  grand  n^  devient  plus  petit,  si  n  est 
plus  grand  que  l'unité.  La  même  chose  a  lieu  si  n  est  moindre  que  l'unité, 
d'où  l'on  peut  se  convaincre  aisément  en  différentiant  la  valeur  de  n^,  car  on 
trouve 

donc,  la  différentielle  étant  négative,  il  est  clair  que  ii^  croît  si  n  diminue,  et 
réciproquement. 

Cherchons  maintenant  si  la  série  des  quantités  n,  w, ,  w„,  etc.  aune  limite. 
Si  elle  en  a  une,  cette  limite  est  la  valeur  que  reçoit  n  en  faisant  n^  =  n. 
Soit  k  cette  valeur,  on  aura 

k  =  {Vik  +  1)  -  Vk)  {V{k  +  e^)  —  Vk). 

Faisons  it  ^=k-\-  «,  on  a 
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donc  w,  =  ^  —  1  (—^^  -\ 7^^^^)  .  «  +  etc. 

inaiQtenant  1  ( — X- — -  -J — —-^ )  <  1  ; 

donc  Wj  —  k  <i  «. 

Donc  «1   diffère  moins   de  k  que  n;    donc  A-   est  la  limite  des  quatités  w,  «,, 

7/g,  etc. 

On  peut  donc  réduire  /7(w)  à  la  fonction  //(«,„),  où  ?/,„  diffère  de  k  d'iiiie 
quantité  aussi  petite  qu'on  le  voudra.  La  fonction  n{k)  peut  s'exprimer  par  la 
fonction  F  et  des  logarithmes,  car  on  a: 

(l-;0./7(A-)=p'F-«.arctang(i^L±^) 

b  =  —  iiyn  =  —  k\     a  =  {k-\-  if  +  k\ 

^ /2a  +  3x/h\ '2a  +  Vk 

^  V    a+'lVkh  ^  a+'ly/k  ' 

^  a  +  2y/k    '  a +2/*  ' 

donc 

A-  est  déterminé  par  l'équation 

k  =  {V{k  +  1)  -  Vk)  {V{k  +  .-)  —  1/A-). 
Considérons  maintenant  la  troisième  formule: 

"i  =  -  (I  '("  +  1)  +  Vn)  {Vin  +  c")  -  Vn) 
«j  est  donc  toujours  négatif. 

En  différentiant  on  aura  : 

du,  =  —  X  II,  l  — ) .  du 

l'accroissement  de  >/^  est  donc  positif. 

Soit  d'abord  n  très  grand;  on  a  alors 

„,  =  -2Vn{^^)  =  -c\ 

Donc  lorsque  7i  est  très  grand,  w^  est  très  peu  différent  de  —  r*,  qui  est  aussi 
la  plus  petite  valeur  que  puisse  recevoir  7i^.  La  plus  grande  est  —  c,  qu'on 
obtient  en  faisant  «  =  0.  Toutes  les  valeurs  de  Wj  sont  donc  renfermées  en- 
tre —  f ^  et  —  c. 

Tome  second.  }2o 
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On  peut  donc  toujours  supposer   n  négatif  et   compris    entre    ces   deux 
limites  très  étroites. 

La  dernière  formule  est, 

«,  =  -  {Y{n  +  1)  -  Vu)  (Vin  +  c')  +  Vn). 
Si  n  est  très  grand  on  a 

Donc  lorsque  «  est  très  grand  n^  est  très  peu  différent  de  —  1.  C'est  la  plus 
grande  valeur  que  puisse  avoir  w^.  On  obtient  sa  plus  petite  valeur  en  faisant 
n  =  0,  et  on  aura  alors  n^  =  —  c.  Donc  n^  est  contenu  entre  —  1  et  —  c. 
Dans  cp  qui  précède  nous  avons  supposé  n  positif.  Considérons  mainte- 
nant le  cas  où  n  est  négatif. 

Soit  71  =  —  «,  «  étant  positif,  et  soit  d'abord 
n^  =  -a^  =  (]/(-  «)  +  Vi-  «  +  1))  {Vi-  «)  +  Vi-  «  +  '•"-))  ; 

On  volt  par  là  que  «^  >«,  et  si  a  est  extrêmement  grand,  on  a 

«j  =  4a. 
Lorque 

„,  =  »[! -/(.-!)][. -1/(1 -4)], 

on  a  a   <  «,  et  si  «  est  très  grand,  «^  est  très  petit. 
Lorsque 

„,=„[.-i/(,-i)][i+l/(i-4)],  , 

on  a,  si  a  est  très  grand, 

ou  plus  approché 

donc  la  plus  grande  valeur  de  «^  est  =1. 

«j  reçoit  sa  moindre  valeur  en  faisant  a^l;  alors  on  a 

Lorsque 

„.  =  .(i  +  l/(i-i)][.-)/(.-^)], 


on  aura, 
d'où  l'on  tire, 


< 
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toutes  les  valeurs  de  «^  sont  renfermées  entre  les  limites, 

1  _  |/(1  _  c')  et  6-^ 
Cherchons  maintenant  la  valeur  de  n  en  n^. 

En  faisant  le  produit  des  quatre  expressions  suivantes: 

«,  —  (K  «  +  K(»  4- 1))  (1^«  + 1^(«  +  <^')) 

„^  —  (]/«  -  V{n  4-  1))  (K«  -  V{n  +  c*)) 
w^  —  {Vn  -  V{n  +  1))  (Vn  +  1^(«  +  ^*)) 
w,  —  (]/«  +  V{n  +  1))  (K«  -  Vin  +  c^)), 

4„.„»  _  (2r-  +  4(1  +  f*)«)»^  —  4c^^.M^  +  c*  =  0; 

Cette  valeur  est  très  remarquable  parce  qu'elle  est  rationnelle  en  n^  et 
en  c^.  Elle  est  aussi  très  commode  pour  le  calcul  logarithmique,  car  on  a: 
log?i=— log4+2log(Mj— f)+2log(«j+c)— logM^  — log(/ïj+l)— l0g(M^+O. 
La  formule  trouvée  dans  ce  qui  précède,  peut  aussi  servir  à  trouver  une  infi- 
nité de  fonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce  qui  sont  indéfiniment  ré- 
ductibles à  la  première  espèce.     Il  suffit  de  faire 

et  on  aura  une  intégrale  /7(«)  déterminée  par  des  logarithmes  et  par  la  fonc- 
tion F. 

Soit  par  exemple  n^  =?i,  on  aura, 

n- —  —  '^  ' 


4n(n+  l)(n  +  c2)  ' 

et  de  là  Sn"  +  4(1  +  cyi''  +  6c'' n'  —  c*  =  0. 

d'où  l'on  tire  quatre  valeurs  de  ti. 

Lorsqu'on  connaît  une  valeur  de  n  de  manière  que  /7(w)  puisse  s'exprimer 
par  la  fonction  elliptique  de  la  première  espèce,  on  en  peut  trouver  une  infinité 
d'autres  qui  jouissent  de  la  même  propriété;  ce  qui  est  bien  évident,  car  con- 
naissant //(«)  on  connaît  aussi 

/7(rtJ,     n(nj,     n{n^),   etc. 
et  n{n.i),    n{n_i),    //(«^s),  etc. 

en  continuant  la  suite  w,  n  ,  n^  . ..  vers  le  côté  opposé. 

23 
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Ainsi  on  a  par  exemple 

donc  on  connaît  aussi  //(??  ) 

où  1.     n^=       (y(c+l)  +  ye}(Vic'  +  r)-\-Vc) 

3.  n^  =  —  (Vie  +  1)  -  Vc)  (V{c^  +  c)  +  Vr) 

4.  n^  =  -  (Vie  +  1)  +  Vr)  (Vie-'  +  c)  -  V'). 
De  ces  valeurs  on  déduit  ensuite  de  nouvelles. 

On  connaît  aussi 

n(—  1  +  1/(1  —  c%  donc  aussi  /Z(w^),  où 
„   ^  [(~l  +  ^Cl-c-^)r-c^r  =  _  1  • 

mais  cette  valeur  rend  la  formule  illusoire  à  cause  que  1 — x'^  est  facteur  de  B. 

Méthode  de  trouve?'  une  infinité  de  formules  de  réductio7i  pour  les  tran- 
scendantes elliptiques  de  la  troisième  espèce. 

Pour  trouver  une  formule  de  réduction  pour  les  transcendantes  elliptiques 
de  la  troisième  espèce,  il  s'agit  de  trouver  une  relation  entre  deux  de  ces  fonc- 
tions qui  ne  différent  que  par  rapport  au  paramètre.  Cette  relation  doit  être 
déduite  en  différentiant  une  fonction  logarithmique  de  la  forme, 

expression  qui  peut  aussi  être  mise  sous  cette  forme, 

^.arc  tang  ( i^)  +  A' . arc  tang  (-^^)  +  •  •  • 

Suivant  ce  qu'on  a  vu  dans  le  chapitre  second,  il  est  aisé  de  voir  que  la  rela- 
tion entre  les  deux  fonctions  doit  avoir  la  forme: 

En  mettant  —  :<;  au  lieu  de  x  on  aura 

Il  faut  donc  que  -^  soit  une  fonction  impaire  ou  de  la  forme  x.Fix"^). 
Considérons  seulement  la  fouction  ^ .  arc  tang  T-^^^ — )=iS. 
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En  différentiant  on  aura:  •«> 

Q^R                                P^+q^R                      '    VR         N'   vR 
Comme  -^  doit  avoir  la  forme  C  + + ,  il  faut  que 

/<  et  //'  étant  des  nombres  entiers  et  positifs  quelconques. 

En  ditférentiant  on  aura: 

2PdP  +  2QBdQ  +  Q^-dR  =  dN, 
et  en  multipliant  par  P  et  remettant  la  valeur  de  P*, 

2{N  —  Q'R) .  dP  +  2PQRdQ  -\-  PQ^dR  =  PdN. 

C'est-à-dire: 

„  rfiV       ,^  dP 
hP-i ^ 


en  substituant  la  valeur  de  N  on  aura: 


il/=  -i-  (1-f  .^ar^)''"^(l+w,ar^)''■"'(P(»/*ar(l+w^x^)+A.'«,.r(l+n.r^))— (l-fw.r^)(l-f w,.r').  -^ 


rfpy 


donc 


-^•(^[(iJ.n  +  |A'w,)j  +  ([j.+  [j.')«nix3].P  — [l  +  («  +  ni)jr*  +n«iJ*].  -^j 


_M g  

~N  (1  +  nj:2)  (1  +  K  j  ji) 

Le  numérateur  de  cette  fraction  doit  être  de  la  forme: 

{k-]-k\x''-\-x*).A. 
11  y  a  deux  cas  à  examiner  selon  que  Q  est  une  fonction  paire  ou  impaire. 

Si  Q  est  une  fonction  paire  P  est  une  fonction  impair.  Dans  ce  cas,  si 
u  -{-/''  =  2/',  la  fonction  Q  est  du  degré  2r  —  2  et  P  du  degré  'i.v  —  1:  si 
au  contraire  (.i  -\-  fi'  =  2i>  +  I5  1»  fonction  Q  est  du  degré  2*'  —  2,  et  /*  du 
degré  2r  -|-  1. 

Si  Q  est  une  fonction  impaire,  P  est  une  fonction  paire.  Dans  ce  cas,  si 
jk4-//'  =  2j',  q  est  du  degré  2^  —  3  et  P  du  degré  2p;  si  au  contraire 
Il  -\-  ,t'  z=  21)  -\-  1,  Q  et  du  degré  2r  —  1   et  P  du  degré  2i'. 

Déterminons  maintenant  les  quantités  k  et  k'. 
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On  a  en  faisant  Q^fx  et  /*  ==  (fx, 

M  =  -z-  [((/M»  -f-  n'n^x  4-  (/t  -f-  ^i')nn^x^)(px  —  (1  +  nx^)  (1  +  7/^^:*) .  (f,'x^ 

=  {k-\-k'x^-\-a^).A. 

Soit  x^  ■=  —  —  et  x"^  ■=■ ,  on  aura 

n  n^ 

Mais  on  a 
{çxy  +  ifx)^.(l  —  x"")  (1  —  c^;r')  =  (1  +  nx^f.{l  +  Wj^c*)"' ; 
donc  en  faisant   x'^  = L  et  x"^  = , 

donc  en  substituant, 

*-^•*'+^=^•^=^•l/[0+^)0+4)• 

ou  bien 


On  tire  de  là 


k  =    JL   +    J_  .  (  \>-V[{l+n){c-'  +  n)]      ■      piV[(l  +  »i)(€^+«,)]  \  ^ 
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Soit  pour  abréger, 


/ 

1' 


on  aura  en  substituant  ces  valeurs: 

(k  +  ^'.r'^  -f  x*)A  =  [-1-  +f  l  +  J-V*  •\-xA.A4-l-\-  /'.r*  ; 
L««i     '    \«    '    «j/  J 

c'est-à-dire  : 


Donc 


M ^      ,  /  +  /' j* 


Soit 


N  nn^  (1  +  7i.r*)(l +Wjx2) 


l  +  r.r''  X  ,  L' 


on  aura 


n  —  «  j  7«  j  —  « 

et  en  substituant  les  valeurs  de  /  et  de  /', 

^  ^  lx.v/[(l  +  w)(c^  +  «)]    g^  ^,_  ix'V[(l+«i)(c^  +  w,)] 

donc: 

M_     A      .     ^.v[{\+n){c'^+n)-]  1         ,     n.'V[(l+w,)(c^+w,)]  1 

En  multipliant  par  — —  et  intégrant  on   aura: 
\/  R 

ou  bien  en  désignant    ^L(  +w)(c  +w;j   ^^^  ^^^^^ 

arctang(-«^)  =  -^  .F-f  ;*t/.(«)/7(/0  +  /i'v;(«  J./7(/^). 
On  tire  de  là: 
TL{n)=-  ^  .  ^  .mh) 4^  .F+  -^  .  arc  tang(-«^)  , 

qui  est  la  formule  de  réduction  demandée. 
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«j  est  une  fonction  de  n;  je  la  désigne  par  ;f(w). 

En  mettant  n^   au  lieu  de  n,   il  faut  mettre  yX^J^^h  •'  ^^  place  de  n^, 
on  a  donc, 

En  substituant  cette  valeur  il  vient: 

+      Ifarctangr^v^)- J^arctan.(«:^)l. 
En  général  ou  aura: 

/  X  u  ^        ,  ( .   ^'(^)  ^"(-^y  H^ï    ^'"-'(^r"; 

^  1^  ^  Vl'*)  P-y(")    )   ""l  "l"2  '^l^'s  "3^4  ««-in» 

Soit  par  exemple  P  =  1  +  ^*'^j  !?  =  ^•ï'j  on  aura: 
(1  +  ÔJ.-')'  +  e'^x^l  —  x^)  (1  —  c^o;^)  =  (1  +  »a:*)  (1  +  n^x'')\ 
d'où  l'on  tire: 

e-  +  b  =  (c^-  +  n^)y(l  +  ^), 

donc 

1  _  ^-  =  ^(1  4.  „)  _  eVic-  +  n)  +  n^  [^(1  +  n)  -  "[/(l  +  -^)]  , 

ce  qui  donne. 

1  — c2  — v/(l  +  w)  +  ct/(c2  +  «) 

ou  en  réduisant, 

„    _   c[c— v/(c'+ «)][!- v/(l  +  «)] 


XV. 

Sur  la  ré.soltition   algébrique  des  équations. 


\jn  des  problèmes  les  plus  intéressants  de  l'algèbre  et  celui  de  la  résolution 
algébrique  des  équations.  Aussi  on  trouve  que  presque  tous  les  géomètres 
d'un  rang  distingué  ont  traité  ce  sujet.  On  parvint  sans  difficulté  à  l'expres- 
sion générale  des  racines  des  équations  des  quatre  premiers  degrés.  On  dé- 
couvrit une  méthode  uniforme  pour  résoudre  ces  équations  et  qu'on  croyait  pouvoir 
appliquer  à  une  équation  d'un  degré  quelconque  :  mais  malgré  tous  les  efforts 
de  Lagrange  et  d'autres  géomètres  distingués  on  ne  put  parvenir  au  but  pro- 
posé. Cela  lit  présumer  que  la  résolution  des  équations  générales  était  impos- 
sible algébriquement:  mais  c'est  sur  quoi  on  ne  pouvait  pas  décider,  attendu  que 
la  méthode  adoptée  n'aurait  pu  conduire  à  des  conclusions  certaines  que  dans 
le  cas  où  les  équations  étaient  résolubles.  En  effet,  on  se  proposait  de  résou- 
dre les  équations,  sans  savoir  si  cela  était  possible.  Dans  ce  cas,  on  pourrait 
bien  panenir  à  la  résolution,  quoique  cela  ne  fût  nullement  certain  ;  mais  si  par 
malheur  la  résolution  était  impossible,  on  aurait  pu  la  chercher  une  éternité, 
sans  la  trouver.  Pour  parvenir  infailliblement  à  quelque  chose  dans  cette  ma- 
tière, il  faut  donc  prendre  une  autre  route.  On  doit  donner  au  problème  une 
telle  forme  qu'il  soit  toujours  possible  de  le  résoudre,  ce  qu'on  peut  toujours 
faire  d'un  problème  quelconque.  Au  lieu  de  demander  une  relation  dont  on  ne 
sait  pas  si  elle  existe  ou  non,  il  faut  demander  si  une  telle  relation  est  en  effet; 
possible.  Par  exemple,  dans  le  calcul  intégral  au  lieu  de  chercher,  â  l'aide 
d'une  espèce  de  tâtonnement  et  de  divination,  d'intégrer  les  formules  différen- 
tielles, il  faut  plutôt  chercher,  s'il  est  possible  de  les  intégrer  de  telle  ou  telle 
manière.  En  présentant  un  problème  de  cette  manière  l'énoncé  même  contient 
le  germe  de  la  solution,  et  montre  la  route  qu'il  faut  prendre;  et  je   crois  qu'il 
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y  aura  peu  de  cas  où  l'on  ne  parviendrait  à  des  propositions  plus  ou  moins 
importantes,  dans  le  cas  même  où  l'on  ne  saurait  répondre  complètement  à  la 
question  à  cause  de  la  complication  des  calculs.  Ce  qui  a  fait  que  cette  mé- 
thode, qui  sans  contredit  est  la  seule  scientifitpie  parce  qu'elle  est  la  seule 
dont  on  sait  d'avance  qu'elle  peut  conduire  au  but  proposé,  a  été  peu  usitée 
dans  les  mathématiques,  c'est  l'extrême  complication  à  laquelle  elle  parait  être 
assujettie  dans  la  plupart  des  problèmes,  surtout  lorsqu'ils  ont  une  certaine  gé- 
néralité; mais  dans  bien  des  cas  cette  complication  n'est  qu'apparente  et  s'évanouira 
dès  le  premier  abord.  J'ai  traité  plusieurs  branches  de  l'analyse  de  cette  ma- 
nière, et  quoique  je  me  sois  souvent  proposé  des  problèmes  qui  ont  surpassé 
mes  forces,  je  suis  néanmoins  parvenu  à  un  «jrand  nombre  de  résultats  géné- 
raux qui  jettent  un  grand  jour  sur  la  nature  des  quantités  dont  la  connaissance 
est  l'objet  des  mathématiques.  C'est  surtout  dans  le  calcul  intégral  où  cette 
méthode  est  facile  à  appliquer.  Je  donnerai  dans  une  autre  occasion  les  résul- 
tats auxquels  je  suis  parvenu  dans  ces  recherches,  et  le  procédé  qui  m'y  a 
conduit  Dans  ce  mémoire  je  vais  traiter  le  problème  de  la  résolution  algébri- 
que des  équations,  dans  toute  sa  généralité.  Le  premier,  et,  si  je  ne  me  trom- 
pe, le  seul  qui  avant  moi  ait  cherché  à  démontrer  l'impossibilité  de  la  résolu- 
tion algébrique  des  équations  générales,  est  le  géomètre  Ruffini;  mais  son 
mémoire  est  tellement  compliqué  qu'il  est  très  difficile  de  juger  de  la  justesse 
de  son  raisonnement.  Il  me  parait  que  son  raisonnement  n'est  pas  toujours 
satisfaisant.  Je  crois  que  la  démonstration  que  j'ai  donnée  de  ce  théorème, 
ne  laisse  rien  à  désirer  du  côté  de  la  rigueur:  mais  elle  n'a  pas  toute  la  sim- 
plicité dont  elle  est  susceptible.  Je  suis  parvenu  à  une  autre  démonstration, 
fondée  sur  les  mêmes  principes,  qui  est  plus  simple  en  cherchant  à  résoudre 
un  problème  plus  général. 

On  sait  que  toute  expression  algébrique  peut  satisfaire  à  une  équation  d'un 
degré  plus  ou  moins  élevé,  selon  la  nature  particulière  de  cette  expression. 
11  y  a  de  cette  manière  une  infinité  d'équations  particulières  qui  sont  résolubles 
algébriquement.  De  là  dérivent  naturellement  les  deux  problèmes  suivants, 
dont  la  solution  complète  comprend  toute  la  théorie  de  la  résolution  algébrique 
des  équations,  savoir: 

1.  Trouver  toutes  les  équations  d^un  degré  déterminé  quelconque   qui  soient 
résolubles  algébriquement. 

2.  Juger  si  une  équation  donnée  est  résoluble  algébriquement,  ou  non. 
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C'est  la  considération  de  ces  deux  problèmes  qui  est  l'objet  de  ce  mé- 
moire, et  quoique  nous  n'en  donnions  pas  la  solution  complète,  nous  indique- 
rons néanmoins  des  moyens  sûrs  pour  y  parvenir.  On  voit  que  ces  deux  pro- 
blèmes sont  intimement  liés  entre  eux,  en  sorte  que  la  solution  du  premier  doit 
conduire  à  celle  du  second.  Dans  le  fond,  ces  deux  tliéorèmes  sont  les  mê- 
mes. Dans  le  cours  des  reclierches  on  parviendra  à  plusieurs  propositions 
générales  sur  les  équations  par  rapport  à  leur  résolubilité  et  à  la  forme  des 
racines.  Ce  sont  ces  propriétés  générales  en  quoi  consiste  véritablement  la 
tliéorie  dos  équations  quant  à  leur  résolution  algébrique,  car  il  importe  peu  si 
l'on  sait  qu'une  équation  d'une  forme  particulière  est  résoluble  ou  non.  Une 
de  ces  propriétés  générales  est  par  exemple  qu'il  est  impossible  de  résoudre 
algébriquement  les  équations  générales  passées  le  quatrième  degré. 

Pour  plus  de  clarté  nous  allons  d'abord  analyser  en  peu  de  mots  le  pro- 
blème proposé. 

D'abord  qu'est  ce  que  cela  veut  dire  que  de  satisfaire  algébriquement  à 
une  équation  algébrique?  Avant  tout  il  faut  fixer  la  notion  de  cette  expression. 
Lorsqu'il  s'agit  d'une  équation  générale,  dont  tous  les  coefficiens  peuvent  par 
conséquent  être  regardés  comme  des  variables  indépendantes,  la  résolution 
d'une  telle  équation  doit  consister  à  exprimer  les  racines  en  fonctions  algébri- 
ques des  coelticiens.  Ces  fonctions  pourront,  selon  la  conception  \Tilgaire  de 
ce  mot,  contenir  des  quantités  constantes  quelconques,  algébriques,  ou  non. 
On  pourra  y  ajouter,  si  Ton  veut,  comme  condition  particulière,  que  ces  con- 
stantes seront  de  même  des  quantités  algébriques;  ce  qui  modifierait  un  peu  le 
problème  En  général,  il  y  a  deux  cas  différents  selon  que  les  coefficiens 
contiendront  des  quantités  variables,  ou  non.  Dans  le  premier  cas,  les  coef- 
ficiens seront  des  fojictions  rationnelles  d'un  certain  nombre  de  quantités  x, 
r,  z',  zf,  etc.  qui  contiendront  au  moins  une  variable  indépendante  x.  Nous 
supposons  que  les  autres  sont  des  fonctions  quelconques  de  celle-là.  Dans 
ce  cas,  nous  dirons  qu'on  peut  satisfaire  algébriquement  à  l'équation  proposée, 
si  l'on  peut  y  satisfaire  en  mettant  au  lieu  de  l'inconnu  une  fonction  algébrique 
de  X,  z,  z',  zf,  etc.  Nous  dirons  de  même  que  l'équation  est  résoluble  algé- 
briquement, si  l'on  peut  exprimer  toutes  les  racines  de  cette  manière.  L'ex- 
pression d'une  racine  pourra,  dans  ce  cas  de  coefficiens  variables,  contenir  des 
quantités  constantes  quelconques  algébriques,  ou  non. 
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Dans  le  second  cas,  où  l'on  regarde  les  coefficiens  comme  des  quantités 
constantes,  on  peut  concevoir  que  ces  coefficiens  sont  formés  d'autres  quantités 
constantes  à  l'aide  d'opérations  rationnelles.  Désignons  ces  dernières  quantités 
par  «,  /j,  y,...,  nous  dirons  qu'on  peut  satisfaire  algébriquement  à  l'équation 
proposée,  s'il  est  possible  d'exprimer  une  ou  plusieurs  racines  en  «,  f],  y, . . . 
à  l'aide  d'opérations  algébriques.  Si  l'on  peut  exprimer  toutes  les  racines  de 
cette  manière,  nous  dirons  que  l'équation  est  résoluble  algébriquement;  «,  /S,  y,... 
pourront  d'ailleurs  être  quelconques,  algébriques  ou  non.  Dans  le  cas  particu- 
lier où  tous  les  coefficiens  sont  rationnels,  on  peut  donc  satisfaire  algébrique- 
ment à  l'équation,  si  une  ou  plusieurs  de  ses  racines  sont  des  quantités  algé- 
briques. 

Nous  avons  distingué  deux  espèces  d'équations,  celles  qui  sont  résolubles 
algébriquement,  et  celles  auxquelles  on  peut  satisfaire  algébriquement.  En  ef- 
fet, on  sait  qu'il  y  a  des  équations  dont  une  ou  plusieurs  racines  sont  algébri- 
ques, sans  qu'on  puisse  affirmer  la  même  cliose  sur  toutes  les  racines. 

Cela  posé,  la  marcbe  naturelle  pour  résoudre  notre  problème  se  prête 
d'elle  même  d'après  l'énoncé,  savoir  il  faut  substituer  dans  l'équation  proposée, 
à  la  place  de  l'inconu,  l'expression  algébrique  la  plus  générale,  et  ensuite  cher- 
cher s'il  est  possible  de  lui  satisfaire  de  cette  manière.  Pour  cela  il  faut  avoir 
l'expression  générale  d'une  quantité  algébrique  et  d'une  fonction  algébrique.  On 
aura  donc  d'abord  le  problème  suivant: 

"Trouver  la  forme  la  plus  générale  d'une  expression  algébrique." 

Après  avoir  trouvé  cette  forme,  on  aura  l'expression  d'une  racine  algé- 
brique d'une  équation  algébrique  quelconque. 

La  première  condition  à  laquelle  cette  expression  algébrique  doit  être  as- 
sujettie, est  qu'elle  doit  satisfaire  à  une  équation  algébrique.  Or,  comme  on 
sait,  elle  peut  le  faire  dans  toute  sa  généralité.  Cette  première  condition  est 
donc  remplie  d'elle-même.  Pour  savoir  maintenant  si  elle  peut  être  particulari- 
sée de  sorte  qu'elle  satisfasse  à  l'équation  proposée,  il  faut  chercher  toutes  les 
équations  auxquelles  elle  puisse  satisfaire,  et  ensuite  comparer  ces  équations  à 
la  proposée.     On  aura  donc  ce  problème: 

"Trouver  toutes  les  équations  possibles  auxquelles  une  fonction  algé- 
brique puisse  satisfaire." 

Il  est  clair  qu'une  même  fonction  algébrique  peut  satisfaire  à  une  infinité 
d'équations  différentes.     Donc  lorsque   l'équation  proposée  peut    être   satisfaite 
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aljîébriquement,  il  y  aura  deux  cas;  ou  cette  équation  sera  la  moins  élevée  à 
laquelle  elle  puisse  satisfaire,  ou  il  doit  exister  une  autre  de  la  même  forme  à 
laquelle  elle  puisse  satisfaire,  qui  est  d'un  degré  moins  élevé,  et  qui  est  la  plus 
simple.  Dans  le  premier  cas,  nous  dirons  que  l'équation  est  irréductible,  et 
dans  l'autre,  «pi'elle  est  réditctihle.  Le  problème  proposé  se  décompose  ainsi 
en  ces  deux  autres: 

1.  "Juger  si  une  équation  proposée  est  réductible,  ou  non." 

2.  "Juger  si  une  équation  irréductible  peut  être  satisfaite  algébriquement, 
ou  non." 

Considérons  d'abord  le  second  problème.  L'équation  proposée  étant  irré- 
ductible, elle  est  par  là,  la  plus  simple  équation  à  laquelle  l'expression  algébri- 
que cherchée  pourra  satisfaire.  Donc  pour  s'assurer  si  elle  peut  être  satisfaite 
ou  non,  il  faut  chercher  l'équation  la  moins  élevée  à  laquelle  une  expression 
algébrique  puisse  satisfaire,  et  ensuite  comparer  cette  équation  à  l'équation  pro- 
posée.     De  là  naît  le  problème: 

"Trouver  l'équation  la  moins  élevée  à  laquelle  une  fonction  algébrique 

puisse  satisfaire." 
La  solution  de  ce  problème  sera  l'objet  d'un  second  paragraphe.     On  aura 
ainsi  toutes  les  équations  irréductibles  qui  pourront  être  satisfaites   algébrique- 
ment.    L'analyse  conduit  aux  théorèmes  suivants: 

1.  "Si  une  équation  irréductible  peut  être  satisfaite  algébriquement,  elle  est 
en  même  temps  résoluble  algébriquement,  et  toutes  les  racines  pourront 
être  représentées  par  la  même  expression  en  donnant  à  des  radicaux  qui 
s'y  trouvent,  toutes  leurs  valeurs." 

2.  "Si  une  expression  algébrique  satisfait  à  une  équation  quelconque,  on 
pourra  toujours  lui  donner  une  telle  forme  qu'elle  y  satisfasse  encore,  en 
attribuant  à  tous  les  différents  radicaux  dont  elle  se  compose,  toutes  les 
valeurs  dont  ils  sont  susceptibles." 

5.  "Le  degré  d'une  équation  irréductible,  résoluble  algébriquement,  est  néces- 
sairement le  produit  d'un  certain  nombre  d'exposans  de  radicaux  qui  se 
trouvent  dans  l'expression  des  racines. 

Ayant  ainsi  montré  comment  on  peut  parvenir  à  l'équation  la  moins  élevée 
à  laquelle  pourra  satisfaire  une  expression  algébrique  quelconque,  la  marche  la 
plus  naturelle  serait  de  former  cette  équation,  et  de  la  comparer  à  l'équation 
proposée,  mais  on  tombe  ici  dans  des  difficultés  qui  paraissent  insurmontables. 
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Car  quoiqu'on  ait  assigné  une  règle  générale  pour  former  dans  chaque  cas  par- 
ticulier l'équation  la  plus  simple,  on  est  loin  d'avoir  par  là  l'équation  même. 
Et  quand  même  on  parviendrait  à  trouver  cette  équation,  comment  juger  si  des 
coefficiens  d'une  telle  complication  pouvaient  en  effet  être  égaux  à  ceux  de  l'é- 
quation proposée.  Mais  je  suis  parvenu  au  but  proposé  en  suivant  une  autre 
route,  savoir  en  généralisant  le  problème. 

D'abord  l'équation  étant  donnée,  son  degré  le  sera  de  même.     11  se  pré- 
sente donc  maintenant  d'abord  ce  problème: 

"Trouver  l'expression  algébrique   la  plus  générale  qui  puisse  satisfaire 
à  une  équation  d'un  degré  donné." 
On  est  conduit  naturellement  à  considérer  deux  cas,  selon  que  le   degré 
de  l'équation  est  un  nombre  premier  ou  non. 

Quoique  nous  n'ayons  pas  donné  la  solution  cemplète  de  ce  problème, 
néanmoins  la  marche  naturelle  de  la  solution  a  conduit  à  plusieurs  propositions 
générales,  très  remarquables  en  elles-mêmes,  et  qui  ont  conduit  à  la  solution 
du  problème  dont  nous  nous  occupons.  Les  plus  importantes  de  ces  propositions 
sont  les  suivantes: 
i.  "Si  une  équation  irréductible  d'un  degré  premier  ;U  est  résoluble  algébri- 
quement, les  racines  auront  la  forme  suivante: 

y  =  ^  +  l/i?,  + !//?,  +  ...  +  ]//?,_„ 
où  A  est  une  quantité   rationnelle,  et  R^,  R^, . .  .  Ry,-i  les  racines   d'une 
équation  du  degré  //  —  1." 

2.  "Si  une  équation  irréductible,  dont  le  degré  est  une  puissance  d'un  nom- 
bre premier  /<",  est  résoluble  algébriquement,  il  doit  arriver  l'un  de  deux, 
ou  l'équation  est  décomposable  en  fi'^'^  équations,  chacune  du  degré  /ii^, 
et  dont  les  coefficiens  dépendront  des  équations  du  degré  fi'^^;  ou  bien 
on  pourra  exprimer  une  quelconque  des  racines  par  la  formule 

y  =  A  +  vn,-{-VR,+  ...  +  VR., 

où  A   est  une  quantité  rationnelle,    et  R^,  R^,  . . .  R^   des  racines    d'une 
même  équation  du  degré  v,  le   dernier  nombre  étant  tout  au  plus   égal  à 

fl     —1.  ^ 

3.  "Si  une  équation  irréductible  d'un  degré  /u,  divisible  par  des  nombres 
premiers  différents  entre  eux,  est  résoluble  algébriquement,  on  peut  tou- 
jours décomposer  fi  en  deux   facteurs  fi^  et  /.t^,  de  sorte  que   l'équation 
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proposée  soit  décomposable  ea  //,  équations,  chacune  du  degré  fj^,  et  dont 
les  coefûcieus  dépendent  d'équations  du  degré  fii" 
4.  "Si  une  équation  irréductil)ie  du  degré  a',  où  ^  est  premier,  est  résoluble 
algébriquement,  on  pourra  toujours  exprimer  une  quelconque  des  racines 
par  la  formule: 

/H-  M-  l^  \ 

où  /'  désigne  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  radicaux  entre 
les  parenthèses,  et//j,  7?^,  . . .  Ra  des  racines  d'une  même  équation  dont 
le  degré  est  tout  au  plus  égal  à  /<'' —  1." 

Ces  théorèmes  sont  les  plus  remarquables  auxquels  je  suis  paiTenu,  mais 
outre  cela  on  trouvera  dans  le  cours  du  mémoire  une  foule  d'autres  propriétés 
générales  des  racines,  propriétés  qu'il  sera  trop  long  de  rapporter  ici.  Je  di- 
rai seulement  un  mot  sur  la  nature  des  radicaux  qui  pourront  se  trouver  dans 
l'expression  des  racines.  D'abord  le  troisième  théorème  fait  voir  que,  si  le 
degré  d'une  équation  irréductible  est  représenté  par 

il  ne  pourra  dans  l'expression  des  racines  se  trouver  d'autres  radicaux  que 
ceux  qui  pourront  se  trouver  dans  l'expression  des  racines  d'équations  des 
degrés  /*^'i,  //^^a,  //j^s, .  . .  //^^'o,. 

A  l'aide  des  théorèmes  généraux  auquels  on  est  ainsi  parvenu,  on  en  a 
ensuite  déduit  une  règle  générale  pour  reconnaître  si  une  équation  proposée 
est  résoluble,  ou  non.  En  effet,  on  est  conduit  à  ce  résultat  remarquable  que, 
si  une  équation  irréductible  est  résoluble  algébriquement,  on  pourra  dans  tous 
les  cas  trouver  les  racines  à  l'aide  de  la  méthode  de  Lagrange  proposée  pour 
la  résolution  des  équations:  savoir,  en  suivant  la  marche  de  Lagrange  on  doit 
parvenir  à  des  équations  qui  aient  au  moins  une  racine  qui  puisse  s'exprimer 
rationnellement  en  les  coefficiens.  Il  y  a  plus,  Lagrange  a  fait  voir  qu'on  peut 
ramener  la  résolution  d'une  équation  du  degré  à  celle  de  équa- 

tions respectivement  des  degrés  à   l'aide   d'une  équation   du  de- 

gré .     Nous  démontrerons  que  c'est  cette   équation  qui  doit  nécessaire- 

ment avoir  au  moins  une  racine  exprimable  rationnellement  en  ses  coefficiens 
pour  que  l'équation  proposée  soit  résoluhle  algébriquement. 

Donc,  si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  c'est  une  preuve  incontestable 
que   l'équation   n'est   pas  résoluble:  mais  il  est  à  remarquer  qu'elle   peut  être 
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remplie  sans  que  l'équation  soit  en  effet  résoluble  algébriquement.  Pour  le 
reconnaître,  il  faut  encore  soumettre  les  équations  auxiliaires  au  même  examen. 
Cependant  dans  le  cas  où  le  degré  de  la  proposée  est  un  nombre  premier,  la 
première  condition  suffira  toujours,  comme  nous  le  montrerons.  De  ce  qui 
précède,  il  a  été  facile  ensuite  de  tirer  comme  corollaire  qu'il  est  impossible 
de  résoudre  les  équations  générales. 

§.  1. 

Détermination  de  la  forme  générale  d'une  expression  algébrique. 

Comme  nous  l'avons  remarqué  plus  haut,  il  faut  avant  tout  connaître  la 
forme  générale  d'une  expression  algébrique.  Cette  forme  doit  se  déduire  d'une 
définition  générale  que  voici. 

"Une  quantité  y  est  dite  pouvoir  s'exprimer  algébriquement  en  plusieurs 
autres  quantités,  lorsqu'on  peut  la  former  de  ces  dernières  à  l'aide  d'un 
nombre  limité  des  opérations  suivantes: 

1.  Addition.       2.    Soustraction.       3.  Multiplication.       4    Division. 
5.  Extraction  des  racines  avec  des  exposans  premiers." 
Nous  n'avons  pas  parmi  ces  opérations  compté  Télévations  à  des  puissan- 
ces  entières   et  l'extraction    des  racines  avec  des   exposans  composés,  parce 
qu'elles  ne  sont  pas  nécessaires,  la  première  étant  contenue  sous  la  multiplica- 
tion, et  le  seconde  sous  l'extraction  des  racines  avec  des  exposans  premiers. 

Si  les  trois  premières  opérations  ci-dessus  sont  seules  nécess^iires  pour 
former  la  quantité  y,  elle  est  dite  rationnelle  et  entih^e  en  les  quantités  con- 
nues, et  si  les  quatre  premières  opérations  sont  seules  nécessaires,  elle  est 
dite  rationnelle.  D'après  la  nature  des  quantités  connues  nous  ferons  les  di- 
stinctions suivantes  : 

\.  Une  quantité  qui  peut  s'exprimer  algébriquement  en  Tunite  s'appelle  un 
nombre  algébrique;  si  elle  peut  s'exprimer  rationnellement  en  l'unité,  elle 
s'appelle  un  nombre  rationnel,  et  si  elle  peut  être  formée  de  l'unité  à 
l'aide  de  Taddition,  soustraction  et  multiplication,  elle  s'appelle  un  nom- 
bre entier. 
2.  Si  les  quantités  connues  contiennent  une  ou  plusieurs  quantités  variables, 
la  quantité  y  est  dite  fonction  algébrique,  rationnelle  ou  entière  de  ces 
quantités  selon  la  nature  des  opérations  nécessaires  pour  la  former.  Dans 
ce  cas  on  regarde  comme  quantité  connue  toute  quantité  constante. 
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A  l'aide  de  ces  définitions  on  établira  sans  peine   les  propositions  suivan- 
tes, connues  depuis  lon^  temps: 

1    Une  (quantité   y  exprimable    entièrement    en    les    quantités  a^,   a^, . . .  a,„ 
peut  être  fonnée  par  latldition  d'un  nombre  limité  de  termes    de  la  forme 

^. a,"' 1. «2"'2  ...  «„"''', 
A  étant  un  nombre  entier  et  ni^,  m^, . . .  /«,.  des  nombre  entiers  en  y  com- 
prenant zéro. 
2.  Une  quantité  y  exprimable  rationnellement  en  «j,  ««...«n  pourra  toujours 
se  mettre  sous  la  forme 

où  ?/j  et  y^  sont  exprimés  entièrement  en  les  mêmes  quantités. 
5.  Un  nombre  rationnel  pourra  toujours  être    réduite  à  la  forme 

yi 

y-i 

où  y^  et  y.^  sont  des  nombres  entiers  positifs,  premiers  entre  eux. 

4.  Une  fonction  entière  y  de  plusieurs  quantités  variables  x^,  x^,...x„  pourra 
toujours  être  formée  par  l'addition  d'un  nombre  limité  de  termes  de  la  forme 

A.x^^i  .x^ï  .  .  .  .r„"'", 
où  A  est  une  quantité  constante  et  m^,  m^, . . .  ni„  des  nombres  entiers  en 
y  comprenant  zéro. 

3.  Une  fonction  rationnelle  y  de  plusieurs  quantités  x^,  x^.  . .  x„  pourra  tou- 
jours se  réduire  à  la  forme 

yi 

5 

où  y^  et  y^  sont  des  fonctions  entières  qui  n'ont  point  de  facteur  commun. 
Cela  posé,  il  nous  reste  à  déterminer  la  forme   des  expressions  algébriques 
en  général. 

Quelle  que  soit  la  forme  d'une  expression  algébrique,  elle  doit  d'abord 
contenir  un  nombre  limité  de  radicaux.  Désignons  tous  les  radicaux  diffé- 
rents par. 

H,  Us  f'--.  \L' 

e(  il  est  clair   que  la  quantité    proposée  pourra    s'exprimer    rationnellement  en 
ces  radicaux  et  en  les  quantités  connues.     Désignons  cette  quantité  par 

y  =  f{yR^,  Vn„...VR„). 

Tome  second.  25 


194 

Les  radicaux  qiii  composent  une  expression  algébriijue  peuvent  être  de 
deux  espèces:  ou  ils  sont  nécessaires  pour  former  l'expression,  ou  non.  S'ils 
ne  sont  pas  nécessaires,  on  peut  les  ciiasser,  et  alors  l'expression  proposée 
contiendra  un  nombre  moindre  de  radicaux.  De  là  il  suit  qu'on  peut  toujours 
supposer  que  les  radicaux  soient  tels  qu'il  soit  impossible  d'exprimer  l'expres- 
sion algébrique  par  une  partie  des  radicaux  qui  s'y  trouvent. 

Cela  posé,  comme  le  nombre  des  radicaux  est  limité,  il  s'ensuit  que  par- 
mi les  radicaux,  il  se  doit  trouver  au  moins  un  tpii  ne  soit  pas  contenu  sous  un 

autre  radical.     Supposons  que  }^lîi  soit  un  tel   radical,  la  quantité  B^  pourra 
toujours  s'exprimer  rationnellement  en  les  autres  radicaux  et  les  quantités  connues. 

Maintenant  y  est  une  fonction  rationnelle  des  radicaux  et  des  quantités 
connues;  donc  on  peut  faire 

où  «1  et  ^2  sont  des  expressions  entières  des    radicaux  et  des  quantités   con- 
nues.    Donc  on  pourra  d'al)ord  faire 

_  y^  ^  P„  +  Pi ■  VR^  +  P^WRJ   +.-.  +  P,  WRJ 

Qo+Qi  vR,+qJ<VRJ  +...+  q.,WRj 
où  Pq'  ^u  •  •  •  Qo->  Qi->  •  •  •  ^^^^  ^^'^  expressions  rationnelles  des  quantités  con- 
nues et  des  autres  radicaux.     Or  on  peut  encore  simplifier  beaucoup  cette  ex- 
pression.    D'abord  désignons  par 

les  valeurs   que  prendra  y^  en  mettant  au  lieu    de  Y^^   les  valeurs   fo]/i?,, 

IX,  V-y 

(o^y  R^ .  . .  ioi'-~^ .yR^,  to  étant  une  racine  imaginaire  de  l'équation  o^-  —  1=0: 

ou  sait  que  le  radical  ]/ ^j   et  la    quantité    w  disparaîtront    de  l'expression    du 
produit 

et  que  l'expression  T/j.yj.y'a  ..  .y.^'!^'"')  sera  rationnelle  eu  |//?i  sans  lo. 
On  aura  donc 

y^-y  l'i)  -i  •  •  •  y-î  -i 
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où  Zi  est  entier  en  les  quantités  connues  et  en  les  radicaux  H^^',  ^gi^^, . . .,  et  2 

1         j_        1 
entier  en  les  quantités  connues  et  les  radicaux  /i^^^,  B^i^:,  B^^^  .  . . 

En  faisant  donc 

on  aura 

1  •< 

"1         "i  -"1 

Or  on  a 

R^^'=n„  i?,  i^.   =/.\./?/.  etc. 

donc  on  pourra  enfin  supposer 

JL  _i.  ïiizL 

y  =  P.,  +  P,.i?/.+i^,.7?,^.  +  ...+P^,_../?,  K.  , 

où  /*„,  Pj, . .  •  ^iJL,-i  et  i^j  pourront  s'exprimer  ratioiineUement  en  les  quanti- 

1  1 

tés  connues  et  les  radicaux  ^2*^= ,  R^^^^ ,  etc. 

Maintenant  les  quantités  P^,  P^,  .  .  .R^  étant  des  expressions  algébriques, 

mais  contenant  un  radical   de  moins,  on  pourra  les  mettre  sous  une  forme  sem- 

1 
blable  à  celle  de  y.     Et  si  l'on  désigne  par  R^-  un  radical  qui  se  trouve  con- 
tenu sous  un  des  autres   radicaux,    les   expressions    dont   il  s'agit   pourront  se 
mettre  sous  la  forme 

1  2  [1,-1 

P',  +  P\.R^^  +  P'.,.R^^  Jr  ■  ■  ■  +  P'^._-,-R^, 
où  R^,  P'„,  P\,.  •  ■  P'ii^-i  pourront  s'exprimer  rationnellement  en  les  quantités 

connues  et  les  radicaux  ^3*^5,  ^4^^^,  etc. 

En  continuant  ainsi,  ou  doit  panenir  enfin  à  des  expressions  qui  ne  con- 
tiendront aucun  radical,  et  qui  par  conséquent  seront  rationnelles  en  les  quan- 
tités connues. 

Dans  ce  qui  précède  nous  avons  besoin  de  distinguer  les  expressions 
algébriques  selon  le  nombre  des  radicaux  quelles  contiennent.  Nous  nous  ser- 
virons de  l'expression  suivante.  Une  expression  algébrique  qui,  outre  les 
quantités  connues,  ne  contient  qu'un  nombre  de  ?i  radicaux  sera  appelée  exprès- 
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sion  algébrique   de  l'ordre  n.      Ainsi  pai'  exemple  en  supposant  connues  les 
quantités  ]/2  et  V^tt,  la  quantité 

|/2  4_  ]/(3  —  1/2  +  V^)  +  \  [5  +  K^  +  K(3  —  K2  +  V^rr)] 
sera  une  expression  algébrique  du  second  ordre,  car  outre    les  quantités    |/2, 
|/;r  elle  ne  contient  que  les  deux  radicaux 

l/"(3  —  V^  +  V^\    V{5  +  V^  +  V{^  -V2  +  Vrt)). 

§.2. 

Détenni'i/atiort   de  l'équation    la   moins  élevée   à  laquelle   peut    satisfaire    une    expression 

algébrique  donnée. 

Pour  simplifler  les  expressions,  nous   nous  servirons  des  notations  sui- 
vantes : 

i.  Nous   désignerons  par  ^„,  B,„,  C„, . . .  des   expressions  algébriques  de 
Tordre  m. 

2.  Si    dans  A^  =  Pf^-\- p^.y  R-\-  . .  .-\-i)^_^.\YR)         on    substitue   à    la 

place  de  yR  successivement  a.y^R,  to*.]/^,  .  . .  wh^~*.]/ i?,  où  w  est 
une  racine  imaginaire  de  l'équation  wH-  —  1  =  0,  nous  désignerons  le  pro- 
duit de  toutes  les  quantités  ainsi  formées  par  IIA„. 

3.  Si  tous  les  coefficiens  dune  équation 

y»  +  A„,.y"-^  +  A'^.y"-^-  +  .  . .  =  0, 
sont  des    expressions    algébriques   de    l'ordre    m,  nous  dirons   que    cette 
équation  est  de   l'ordre  ?n.     Nous   désignerons  son  premier  membre    par 
(p{y,m),  et  le  degré  de  cette  équation  par  ô(f{y,m). 

Cela  posé,  nous  allons  successivement  étal)lir  les  théorèmes  suivants: 
Théorème  I.     Une  équation  telle  que 

1  2  M-,-1 


<o  +  ^i-y/'  +  '.3/i'^'  +  ---  +  ^^,-i-yj  "■'  =0' («) 

OH  t  ,  ^^,...^a,-i    sont  exprimés    rationnellement    en    to,    w  étant    une  racine 
imaoinaire    de  l'équation  wH-i  —  1  =  0,  les  quantités  connues  et  les  radicaux 


1  1 


^2*^-»  y^'i---^  donnera  séparément: 

f„  =  0,  t,=^Q,  ^2  =  0,  ...V,_i  =  0 {(i) 
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Dcmousfration.     Soit  ^^i^'  =z,  on  aura  les  deux  équations 

Cf^,=y,  =  0, (y) 

<o+V+---  +  V.-i--'''~'  =  0 (à) 

Si  donc  les  coefficiens  t^^,  t^,  etc.  ne  sont  pas  égaux  à  zéro,  z  sera  une  ra- 
cine de  l'équation  {(\).     Supposons  que  l'équation: 

0  =  *,  +  V*  +  . ..  +  *,_,. c^-'+i^- 
soit  une  équation  irréductible  à  laquelle  puisse   satisfaire  -:,   s^,   s^,  etc.   étant 
des  quantités  de  la  même  nature  que   f^,  t^,  ■  ■  .t^i_j,   et  k  un  nombre  qui  est 
nécessairement  moindre  que  ii  ^.     Toutes  les  racines  de  cette  équation  doivent 
se  trouver  parmi  celles  de  l'équation 

Or  si  z  est  une  racine,  une  autre  quelconque  pourra  être  représentée  par 
w''.z:  donc,  si  k  est  plus  grand  que  l'unité,  l'équation  doit  être  encore  satis- 
faite en  mettant  tù'.z  au  lieu  de  z.     Cela  donne: 

d'où  l'on  tire  en  la  combinant  avec  la  précédente 

0  =z  *i(œ^  _  1)  -f  .  .  .  -I-  («*■'  _  1).  a-i. 

Maintenant  cette  équation,  qui  n'est  que  du  degré  k — 1,  ne  peut  subsister, 
à  moins  que  tous  ses  coefficiens  ne  soient  séparément  égaux  à  zéro.  Il  faut 
donc  qu'on   ait 

w^'  —1=0,  ou  o/^  =  1, 
ce  qui  est  impossible  en  remarquant  que  fi  ^   est  un  nombre  premier.     Il   faut 
donc  que  k=i,  or  cela  donne 

s^  +  z  =  0, 

(il 
d'où  z  =  Vy^  =  —  s^. 

ce  qui  est  de  même  impossible.     Les  équations  (,?)  auront  donc  lien. 
Théorème  11.     Si  une  équation, 

est  satisfaite  par  une  expression  algébrique 

de  l'ordre  w,  où   n  est  plus  grand  que  m,  elle   sera  encore  satisfaite  en   niet- 
tant  au  lieu  de  Vyi  toutes  les  valeurs  onyi/i,  fa^.y y^  etc. 
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Théorème  III.     Si  les  deux  équations: 

(p{y,7n)  =  0  et  (p^{y,7t)  =  0, (*) 

desquelles  la  première  est  irréductible,  et  w  =  ou  <  ?«,  ont  une  racine  com- 
mune, il  faut  que 

fpi{y,fi)  =fiy,  m).(fiy,m). 
En  effet,  quel  que  soit  (p^{y,n),  nous  pourrons  faire 

<Pi{y,  n)  =  fiy,  m) .  (F{7j,m)  +  F(7j,m), 
où  le  degré  de  F{y,m)  est  moindre  que  celui  de  (f{y,m).     Il  faut  donc,  à  cause 
des  équations  (^),  qu'on  ait  en  même  temps 

F{y,m)  =  0, 
ce  qui  ne  peut  subsister,  à  moins  que  tous  les  coefficiens  de  cette  équation  ne 
soient   séparément  égaux  à  zéro.     Donc,    quel    que   soit  y,   on  a  F{y,  m)  =  0 
et  par  suite, 

(Pi{y,n)=f{y,m).(p{y,m). 

Théoi'ème  IV.      Si  l'on  a 

(p,iy,»)  =  f{y,f'i)-<fiy,»f), (0 

on  doit  avoir  encore 

En  effet,   en  changeant  dans  l'équation  (Ç)  le  radical  extérieur  ]/^     suc- 

cessivement  en  w|/î/^,  i')'^}^y^  etc.,  elle  sera  encore  satisfaite.  En  désignant 
les  valeurs  correspondantes  de  (f(y,m)  par  (f'{y,m).  (f"{y, //i)  .  .  .  rf^i^~^)(y,m), 
la  fonction  <f\{y,n)  sera  divisible  par  toutes  ces  fonctions;  donc  aussi  par  leur 
produit,  si  elles  n'ont  point  de  facteurs  communs.  Or  si  Ion  suppose  par 
exemple  que  les  deux  équations  q'(y,m)  =  0,  (f"(y,m)  ^=0  aient  lieu  en  mniw 
temps,  on  en  tirera: 

y'  +  //„.2/'-  +B,„y-^+...  =  0 

y  +  A'^y'-'  +  Ji-„.y''^  +  .  .  .  =  0. 
Or  si  elles  ont  une  racine  commune,  elles  doivent  être  identiques.     Donc 
les  fonctions  (f{y,m),  (f'{y,m)  etc.  n'ont  pas    de   facteurs  communs,    par  suite 
la  fonction  (f^{y,n)  sera  divisible  par  le  produit 

(f{y,m).cp'{y,i»)  .  .  .  if(v--^^{y,m), 
c'est-à-dire  par  n(p{y,m).     Donc. 
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Théorème  V.     Si  l'équation 

est  irréductible,  celle-ci, 

imy,m)  ^Qz=(p^{y,  m'), 
le  sera  de  inèoie. 

Eu  effet,  si  elle  ne  l'était  pas,  supposons  que 

soit  une  telle  équation.     Alors  les  deux  équations  (/'2(^,?w')  =  0  et  (f{y,m)z=Q 
auraient  une  racine  coninume,  et  par  suite 

TaCy.  »*')  =  fin)  •  n(f{y,  m)  =  f{y) .  (p^{y,  m'), 
ce   qui    est  impossible,  car  le   degré  de  (p.J^y,m')   est    moindre    que   celui    de 
(pi{y,»i').     Donc  etc. 

Cela  posé,  rien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  l'équation  la  moins  élevée 
à  laquelle  puisse  satisfaire  une  expression  algébrique. 

Soit  ff„,  l'expression  dont  il  s'agit,  et 

(',n  —  f  \yJ",  y,n-i_^"-\  •■•),. 
et  xpiy)  =  0, 

l'équation  irréductible  à  laquelle  elle  doit  satisfaire. 

La  fonction  doit  d'abord  être  divisible  par  y  —  «„,.  Or,  si  elle  est  divi- 
sible par  y  —  ff„,,  elle  est  encore  divisible  par //(^  —  «,„)  =  ^(y,  wîJ.  Mais 
(f{y,m^)  est  irréductible,  donc  n{y)  est  de  même  divisible  par 

n(f{y,nh)  =  'n{y,»h\ 
ensuite  par  rLp ^{y, m^)  =  (f.J,y, m^), 

etc. 
Maintenant  les  nombres  m,   m^,  m^,  .  .  .  forment   une    suite   décroissante, 
on  doit  donc  enfin  parvenir  à  une  fonction 

(p,iy,m,+j), 
où  m^^i  t=  0.     Alors  les  coefficiens  de  cette  fonction  seront  rationnels,  et  com- 
me elle  doit  diviser  la  fonction  ^'{y),  l'équation 

fMy,o)  =  o, 

sera  précisément  l'équation  chercbée. 

Le  degré  de  cette  équation  se  trouve  aisément.  En  effet  on  a  successi- 
vement: 
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^'f^ii/^^h)  =  ^ncf,  {y,  »g  =  //„.//„,  ./i„^ 

d(p.,{y,m,,+^  =  dn(f,,_j{y,m^)=zj.i,,.f,„...H^^. 
Donc  le  degré  de  l'équation 

^{y)  =  0' 

est  /i„..^„^.^„,^  .../<„^, 

dans  le  cas  où  w^+j  i=  0. 

De  ce  qui  précède  on   peut   maintenant   déduire    plusieurs    conséquences 
importantes  : 

1.  Le.  degré  de  l'équation  irréductible  à  laquelle  satisfait  une  expression  al- 
gébrique, est  le  produit  d'un  certain  nombre  d'exposans  radicaux  qui  se 
trouvent  dans  l'expression  algébrique  dont  il  s'agit.  Parmi  ces  exposans 
se  trouve  toujours  celui  du  radical  extérieur. 

2.  L'exposant  du  radical  extérieur  est  toujours  un  diviseur  du  degré  de  l'é- 
quation irréductible  à  latfuelle  satisfait  une  expression  algébrique. 

5.  Si  une  équation  irréductible  peut  être  satisfaite    algébriquement,  elle   est 

en  même  temps  résoluble   algébriquement.     En  elfet,  on  aura  toutes  les 

1  1  1 

racines  en  attribuant  dans  a„,  aux   radicaux  y^!^",  ym^"',  ■     ym^'"'   toutes 

les  valeurs  dont  ils  sont  susceptibles. 

4.  Une  expression  algébrique  qui  peut  satisfaire  à  une  équation  irréductible 
du  degré  //,  est  susceptible  d'un  nombre  de  //  valeurs  différentes  entre 
elles,  et  pas  davantage. 

§.5. 

Sur  la  forme   de   l'expression  algébrique  qui  peut  satisfaire    à  une  équation    irréductible 

d'un  degré  donné. 

Supposons  maintenant  que  le  degré  de  léquation 

V'iy)  =  0, 

à  laquelle  satisfait  l'expression  algébrique  «„,  soit  exprimé  par  f.i  ;  on  doit  avoir, 
comme  nous  avons  vu. 
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Premier  eas:  si  /t  esf  un  nombre  j)remier. 
Si  /<  est  un  nombre  premier,  on  doit  avoir 

et  par  suite, 

L  2  H-l 


Les  autres  racines    se    trouvent  en  mettant  au  lieu  de  yj^,  les  valeurs  iûyj>; 

1.  i- 

fo*y„.!^, .  . .  cdï^-^y„.(^.     On  aura  ainsi  en  désignant  par  z^,  z^,. . .  ^^  les  racines 

de  l'quation,  et  en  faisant  pour  abréger  y„.  =  ,y: 


Maintenant  pour  que  ces  quantités  soient  en  effet  des  racines,  il  faut  qu'on 
n'ait  aucune  nouvelle  valeur  en  attribuant  à  tous  les  radicaux  qui  se  trouvent 
dans  les  quantités  p^,  p^,  p^  . . . p^-i  et  s,  les  valeurs  dont  ces  radicaux  sont 
susceptibles. 

Soient  />'„,  p\,  //.,, ..  .2>'v-\-  *'  "»  système  de  valeurs  ainsi  formées,  on 
doit  avoir 

±  ±± 

et  à  une  valeur  différente  de  w'  il  répond  une  valeur  différente  de  w.  En  fai- 
sant donc  i<i'  =  1,  M,  w^, . . .  WM--1,  on  aura  en  désignant  les  valeurs  correspon- 
dantes de  «  jiar  (o^,  w^,  a^  . . .  «^_j: 

1.  3-  12 

Po  +;\«i  ■s^+p„y^.sv--j-. . .  =p'^  +p'jOj*'l^  +/>'^coV7+  . . . 

i-  A  1.  £ 

Tome  second.  26 
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En  ajoutant  il  viendra, 

t'Po  =  f'P'o  >  c'est-à-dire  p'^  =  p^. 
On  trouvera  de  même, 

fip'^.s<\^=p^.sv-{a^-\-(>)^.io-^-\-(o^.(.r'^-\-...-\-(o^_i.  co-t^+') 

+  etc. 

L  L  2.  jtzL 

Donc  s'i^=   q^-si^  +  q^-s^^^  .  ..^}-q^,_l.s  y-  , 

et  de  là  s'    =\^q^.si^-\-q^.si'-\-...-^q^,_^.sy■  )  , 

d'où  5-    =;^4-#^.^^4-i^.^7+...  +  ^^_i.5  (x     (a) 

Or  je  dis  qu'on  doit  avoir  ^^  z=  0,  ^^  ^  0, . . .  ^^_i  =  0. 

1 
En  eifet,  dans  le  cas  contraire  on  aurait  s^  égal  à  une  fonction  rationnelle 
de  s,  s',  p^,  p' ^  . .  .p^^-l,  p'^-i,  et  par  là  z^  égal  à  une  fonction  rationnelle  de 
ces  mêmes  quantités. 

Cela  posé,  on  ne  peut  pas  exprimer  s\  j)\,  p\--  •  l'ationnellement  *,  p^. 
1 
Pj^,.--;  car  cela  donnerait  *h-  en  fonction  rationnelle  de  s,  p^,  p^  . . .,  ce  qui  est 
impossible.  Mais  si  l'on  cherche  l'équation  irréductible  à  laquelle  pourra  satis- 
faire z^ ,  on  trouvera  que  son  degré  doit  être  un  nombre  composé,  ce  qui  n'a 
pas  lieu.  Donc  l'équation  («)  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  qu'on  u^ait  1^=0, 
t^  =  0...  t^_^  =  0. 

Cela  donne: 

(1  2  jX-ï  y  |J- 

qy.s^-\-  q^co\î^-\-  .  .  .  +  y^_,  .«!^-^*  (^  )  =  *' 

etc. 

On  conclut  de  là: 

1  2^  ^i-\_  j_ 

q^o)sV--{-q_^io^s^  +•  ••  -\-qii-i-fov--Ks  y-    zrz  a' .s'v-; 

mais  <y^w\^!x_j_y^(^'»..ç!x_{_       _j_  ^^_j_„v  _  jf  y.   -_f,j»  ,y.|i. 
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donc 


,2^ 


et  par  suite 

î'i  =  0'  «/î  =  0»  ••  •  9'x-i  =  0,  <^,+,  =  0  . . .  ç'^_x  =  0. 
Ou  aura  donc 

1  M  2  2^ 

s'v-z=q^.sv-,  s'V-  =  qli.sv-  ,  etc. 

Or  nous  avons 

L  —  i.  "* 

P',  +  P',*'"^  +  /'V^+  ■  •  ■  =  i'o  +  «^j*^+  •  •  •  +  »>,*^+  .  . .; 

donc  on  en  tire 

et  de  là  />'Ç..v' =:/>/,*'' 

Maintenant  puisque  v  ne  peut  avoir  que  l'une  des  valeurs,  2,  3, . . .  fi  —  1,  il 
s'ensuit  que  pf^.s  n'aura  qu'un  nombre  de  |U  —  1  valeurs  différentes,  p^.s  doit 
donc  satisfaire  à  une  équation  qui  est  tout  au  plus  du  degré  fi —  1. 

On  peut  faire  p^  =  1,  et  alors  on  aura 

2i=n+  si'  +  p^  ■  s^  +  '-'+Pv-i-s*" 
♦%= n +  '"*•'+/>,«*•*''  +  •••+ ^,.-1  •«''-'•* '^ 

-!x=;>o +  «''"' •*''  +  i^2«>'~*-*^  +  ---  +  i*H-i-"-*  "  • 

Je  dis  maintenant  qu'on  pourra  exprimer  les  quantités  p^,  Pa,  •  •  ■  p^x-i  ration- 
nellement en  s  et  les  quantités  connues. 

On  a 

/>(,  =  —  (îj  +  ^2  + +  2^(1)  =  une  quantité  connue 

1 

*'^=r  (^1  +  '^''"'•-2  +  -  •  •  +  ^-y) 

r' 

p,^.sV=l.(,^  +  "''"'•-.  +  •  •  •  +  «%) 


26 
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De  là  on  tire  : 

;,^*  =  (iy-\  (^^+ 0,-^  .^, + . . .  +  co-c^-0 .  z,)(^^  +  «-^  ^^+ . . . + o,-(^-o.  .^^^^^^^ 

p^s  =  (^y-"  .  (c,+  co-3 ..,+  ...  +  co-3(.-) .  z^){z^  +  0)- . ^,+ . . .  +  a>-(^-^ ).  ^,)^-3 

(La  suite  de  ce  mémoire  qui,  ce  qui  est  bien  à  regretter,  n'est  pas  termine',  con- 
siste seulement  dans  les  notices  abre'gées  ci-dessous,  dont  il  m'est  bien  réussi,  comme 
on  verra  dans  les  notes,  de  démêler  une  partie,  mais  jusqu'à  présent  non  pas  tout. 

Note  de  l'éditeur.) 

fi,   +12   +---  +  Q^  =% 
9'i*i+  9  2^2  +  •  •  •  +  9'v*v  =  «1 


c'est-à-dire 
tant  que  non 

*-i  +  ...  +  /?o=(^, —*,)(*, -*3)---K  —  *.)  =  o. 

Or  soit 


*1  =Sn 


1  +  to^to  -\-  a^u)^  +  . .  .  +  co^_i .  0)1^-*  =  1, 

ce  qui  est  impossible;  donc 

q   =p„,.s  rationnel  en  *  et  en  les  quantités  connues. 

Donc 

1  £  3^  p-i 
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Soit  P  =  0  l'écpiaf ion  la  moins  élevée  en  *  au  degré  v,  les  v  racines  de 
cette  équation  seront  de  la  tonne 

s,  p^. .  *•-■ ,  j)^,  .*■"',...  ;>j,_,) .  *«'"-'' 

m',  m", . . .  7m(^-*)  se  trouvant  parmi  celles-ci 
2,  3,  4, . . .  //  —  1. 


s    =  p^_  1  .  A- V i=Pk-X  •P'^k-l.  •p^\-z .  • .  pçT''' .  .î'"\ 

=  entier,  k  =  facteur  de  .//  —  1, 


k:=:  i;    OU   k  <.  V. 

Soit   m   une  racine   primitive  pour  le  module   //,   on  pourra   représenter 
-,    par 

1  m  m*  m^*""'* 


Soient  s^,  s^,  s,, . . .  s.,  les  valeurs  de  s,  on  doit  avoir 


-"•s- 


wi»*— 1 

=  entier, 

[j. 

A:  =  facteur  de  fi  —  1, 
uk  =  {a  —  l)n. 


Soit  q.x  1^    une  autre  racine 


en  sera  encore  une. 


Il  faut  donc  que 
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k"(n^  -\-  n'§')  ==  7^"(//  —  1) 
li  =  a/î" 
^'  =  u'ti" 
fi  —  1  =  eaw'/9" 
k"{)ict  -\-  n'n')^"  =  ?i"e(tu'ji" 
k"{na  -f-  n'u')     =  n"eaa' 
k"  =  (((('.  k'" 
k"'{nu  +  n'u')  =  n"e 

^(na+ii'a')P" 

nu  +  ii'W  =  1 

s'  =  q^.s  V- 
H  —  \  =  k^ 

fi—l  =  k<(i' 

^i  —  \=  k"iS",  ( 

mais  /5"</?,  /5"</5';  donc  k"  >  k,  k"  >  k',  ce  qui  est  contre  l'hypothèse;  donc 
les  racines  de  l'équation 

pourront  être  représentées  par 

* 

*2  =  (/V,))'^-S'"' 


*,_,  =  (A*v-2))^-*"'V. 

où  s  =(f{s,_t)y.s^"\_, 

V 

Le  degré  de  l'équation  P  =  0  doit  donc  être  un  facteur  de  //  —  1 . 

Désignons  (/'(•î))'^  ••?'""  par  6*5  les  racines  deviendront 

s,  0*5  ^'^s,  O^s,  .  .  .  0''~'.v  où  O^v^:  s. 
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On  a  encore 


n'ï    -.mîa 


•v.=(A-v)>-v"'' 

1  m*  in«a  m("'-i)a 

+/"'o(*)-*^+/\(-^)-*~^+/',(*).*~^+...+A-.(4^~^^~ 

mf-i  m«l->  ni3a-l  m'Ja-i 

1  mOa 

-il  1 

"ï  m  m  m 

ni^  m2  7n2  ^2 


ma-1 


+  Ta-l(4*    ^    +ffa-lKK  f^    -|-<^a-.(-y,K'^    +---+?'a-l(*.-lK-l  »* 


2 
1  1  m»  m^a  mf-*-!)» 


1  md  m^a  msa  1 

*^  =  ^1.«M.   .«^  M-     .«^  H      ...«V, 
1  m!a  m3a  1  ma 

s^  =  J^.a  1^  .«7^...«Vi.o,_iT 

1  m(v-i)a        1  m»  mN-Oa 

1  2 


s^~,-i  =:  A^_i  . a    1^     .«i^.«.,i^  ...«,_!    1^ 
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—  lo^s  =  \osA  -} lo";«+  — — loç  c,  4-  — —  losr  «,  4-  . . . 

[X  '  "^  ^       [t.  '^  '  l>.  °»^l)L  '=■11 

—  .los*.  =  los:.^,  H lo2:«H '02;  «,  -\ los:  o,  +  . . . 


m^        1  m^'a.  1 


*K  :*^=:(^"'':^j).rt,_i     H- 


r + A^o-r-'  +  /"'(^o-y"""  + . . . = 0  =  </(y,*') 

q{s,Q)  =  0,  ç(*, ,  ^j)  ==  0,  (/:(*2,  P2)  =  0  . . . 

f{y^  s,  ?)  =  0» 
Ay>*x»  Cl)  —  O5 
Ay.*2»  (^2)   =0. 


A2^»  *■*-!?  î)M-i)=0- 

*^_i,  s^_2,  *v-3  5  •  •  •  *£  fonctions  rationnelles 
de  s,  Sj,  *2, . . .  *c_i ,  e,  ^1 ,  î>2  •  •  •  C^-i  • 
F(y,  *,  *j,  *2, . . .  *;_i,  f},  ç^,  Ç2, . . .  Çt-i)  sera  facteur  de  xp{y)  pour  toutes  les 
valeurs  de  s,  s^,  s^, . . . 

Donc  le  degré  de  if'(y)  est  divisible  par  /t^ 
Il  y  a  deux  cas: 

1.  si  âxply)  =  fi^ 

2.  Si  âip{y)  =  ^'^.fi'. 
Dans  le  premier  cas: 

y  =  A*5  *i'  *2  •  •  •  *e-i  5  p»  Pi j  ?2  •  •  •  pfj.-i)- 

Dans  le  second  cas: 

dF{ij,  s,  s^...ç,  Qi...)  =  ti' 
F{ij,  s,  s„...ç,  Q^..  .)  =  y>^'  +  f{s,  Si,'--Ç,  Pi  •  •  •)y''"' 

+  /•'(*,  *^,...(),  Q,...)y^'--' 

+ 

Soit  c  =  F{((,  s,  s^...Q,  ç^...) 

z  n'obtiendra  pour  les  différents  radicaux  qu'un  nombre  de  /i^  valeurs  difl'érentes; 

donc  z  sera  racine  d'une  équation  du  degré  /<\     Par  suite 
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donne  y^  +  m-y^''  +  f'{^  •  y^-""  +  •  •  -  =  0 

où  z  est  déterminé  par  une  équation  du  désiré  .«^ 


f{y,s) 

f{j/,VR,    p,     q,    ...)  =  0, 
fiy,VR„P,,q,,-)  =  0, 

t'{y,y^Ji,,  p,^  'U^  .•)  =  o, 
f\y,  YR^-i ,  th-x ,  q^-i  ,.../  =  0. 

V(.y)  =:  nf(y,  VR,  p,q,..)  =  nf{y,VR^,  p^,  q^,  ..)  =  ..  . 
...  =  nf\y,  VR^^i ,  p,_i ,  q.,_i ,  ...) 

f{y,  y'R,  V^R^ ,  VR^ ,...  y'R.,.1  ,p,q,...p^,q^,...  />,_, ,  q,_i  )  =  0, 

/        (i         (A  H  \ 

f\y,  yR,YR^,...VR,.i,  p,  q,...p^,  q^,...p,-ï,  q~,-i,  R^,  R^+i.  .R,-i  )  =  0. 


Tome  second.  27 


XVI. 

Démonstration   de   quelques  formules   elliptiques. 


I^oient  «0,  «1,  a^.-.bg,    b^,b^...  des  quantités  quelconques   dont  l'une   au 
moins  est  variable.     Soit 

i*  =  «0  +  «1-^  +  «2^'  + . . ., 

et  supposons 

1.  p''  —  q\l  —  c''x''){X-\-e-'x^)=zA  ix  —  cp\){x—(f^^...ix—(p^^,),     . 
où  A  est  une  constante.     Alors  je  dis  qu'on  aura 

<JP(±0.  ±0,  +  93±...  +  0^)  =  C 
en  déterminant  convenablement  le  signe  des  quantités  ô^,  O^'  •  •  •  V- 

Démonstration.     En  posant  dans  l'équation  (1)  x  égal  à  lune  des  quanti- 
tés «yôj,  ç>9.j, . . .  <ipO[i,  on  aui-a, 

2.  p'^  —  «/^(l  —  Cx-)  (1  +  e^r^)  =  0, 

d'où  l'on  tire,  P  =  ±  qViX  —  <^''^'')  (1  +  »*^*)  î 

ou  bien  en  faisant  .r  ==  ç  9, 

2>  =  -!-^./'9.F6. 
Désignons  le  premier  membre  de  l'équation  (2)  par  R,  on  aura,  en  diflférentiant 
par  rapport  à  a;  et  a^,  a^  . .  .b^^,  b^. . . 

5.  (i^).,fa+,.fl  =  0. 

où  le  signe  à  se  rapporte  seulement  aux  quantités  ff^?  «^  •  •  •  ^'o?  ^,  •  •  •;  inais 

(5i2  =  IpÔp  —  Iqëq  (1  —  c'x'')  (1  +  e^r^) 

=  <îipàp  —  2qèq  iffif .  {FOf. 
Donc  en  mettant  pour  p  sa  valeur  +q.fO.F%  et  pour  q  sa  valeur  +-j~j^, 

dR  =  ±  S/e .  F9(y tîj»  —  pâq). 
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L'équatiou  (3)  deviendra  donc 

Or  .j ■:=  f;0,  donc  dx  =  (l<}.f^.F^;  par  suite  , 

Lo  numérateur  -4-  2{fi(f//  —  qdp)  est  une  fonction  entière  de  x;  en  la  désignant 
par  i/'(.r)  et  faisant  (-j- )  =  '^i^),  on  aura. 

Soit  pour  abréger  (f^„,  =  .v„,  l'équation  précédente  donnera: 

Donc 

3Iaintenant  le  degré  de  la  fonction  entière  ^(x)  est  nécessairement  moin- 
dre que  celui  de  /(x);  donc,  d'après  un  théorème  connu,  le  second  nombre  de 
l'équation  précédente  s'évanouira.     On  aura  par  conséquent: 

De  là  on  tire  en  intégrant: 

et  par  suite: 

?(+  9i  ±  9^  +  O3  +  .  .  .  +  V)  =  C 
c.  q.  f.  d. 

Le  signe  des  quantités  0, ,  ôj . . .  n'est  pas  arbitraire.  II  est  le  même  que 
celui  de  l'équation, 

2. 

Je  suis  parvenu  à  ces  deux  formules:  (Voyez  Tome  l  pag.  220) 

^  u  3:c  5tc 

1     /      i.)\        4::   (    .    /a7r\      e*"  •  /a      ^  \      e^~       1      •  /s     ^t  \      «^  ) 

<Pl«.-ïr)  =  ^ — ■<sm(— -  ) sini  oa.  —  ) \-  sini  oa.—-)—- ...>, 

I^V      2/         o    I        V2/    e-  +  l  ^        2/    e3^  +  i  ^        V        2/    e^^  +  i  j' 

■z  3tc  5it 
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où  |-=y^*-7(ï3^'  K'''^)~Vb  ~~  '^^  (""ï)]'  ®*  '^  fonction  y  déter- 
iniaée  par  la  formule, 

en  faisant  a?  =  98. 

Si  l'on  développe  la  fonction  qp6  suivant  les  puissances  de  0,  il  est  clair 
([u'on  aura  un  résultat  de  la  forme: 

,po  — e-h  j  2  3^5  -f-  1.2.3. ..9  ^■■■^  1.2.3... (4«  +  i)  ^•••' 
oxi  A  ,  A^. .  .A„. . .  sont  des  nombres  rationnels  et  même  entiers.     On  aura 
de  même,  en  développant  la  fonction  /"O: 

'^  — ^        ^^   +  1.2.3.4  —   1.2. ..6  +--±   1.2. ..2«  +•• 
En  vertu  de  ces  formules  les  deux  équations  (1)  donneront,   en  dévelop- 
pant suivant  les  puissances  de  a: 

_f! 34,.-!      _1! l_54n-l._lJ ...=0. 

e^+1  c^,:^!  ^  ^-     - 

Tt  3rç_ 


e^  +  1                       e^'^  +  l 
e^     32„  e  2         ,     ^2,.  e  2  1  o     /"  u  ^-"+» 


e2 

e^^  +  1 

5:t 

e  2 

e^^+l 

5- 

e  2 

La  première  de  ces  formules  a  été  trouvée  par  M.  Caiichy  dans  ses  exercises 
de  Mathématiques  T.  II  pag  267. 
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Méthode  générale  de  trouver  des  fonctions   d'une  seule  quantité  variable 
lorsqu'une  propriété  de  ces  fonctions  est  exprimée  par   une  équation  entre 

deux  7>ariables  indépendantes. 


Croient  X  et  y  deux  quautités  variables  iiulépeiuiautes,  «,  (i,  y,  à  etc.  des  fonc- 
tions dounées  de  x  et  y,  et  tp,  f,  F  etc.  des  fonctions  cherchées  entre  lesquelles 
une  relation  est  exprimée  par  une  équation  V  =  0,  comprenant  d'une  manière 
(fuelconque  les  quantités  .r,  y,  (pu,  fi,  Fy  etc.  et  leurs  différentielles.  On 
pourra  en  général  à  l'aide  de  cette  seule  écpiation  trouver  toutes  les  fonctions 
inconnues  dans  les  cas  où  le  problème  est  possible. 

Pour  trouver  lune  des  fonctions  il  est  clair  qu'on  doit  chercher  une  équa- 
tion où  cette  fonction  est  la  seule  inconnue  et  par  conséquent  chasser  toutes 
les  autres.  Cherchons  donc  d'abord  à  chasser  une  fonction  inconnue  par  ex- 
emple (fu  et  ses  différentielles.  Les  quantités  x  et  y  étant  indépendantes  ou 
en  peut  regarder  l'une,  ou  une  fonction  donnée  des  deux,  comme  constante. 
On  peut  donc  différentier  l'équation  F  =  0  par  rapport  à  l'une  des  variables  x, 
en  considérant  «  comme  constant,  et  dans  ce  cas  l'autre  variable  y  doit  être 
considéré  comme  fonction  de  x  et  de  «.  Or  en  différentiant  l'équation  F  =  0 
plusieurs  fois  de  suite  en  supposant  c.  constant,  il  ne  se  trouvera  pas  dans  les 
équations  résultantes  d'autres  fonctions  de  «  que  celles  qui  sont  comprises 
dans  l'équation  F  =  0,  savoir  (pu  et  ses  différentielles.  Donc  si  la  fonction 
F  contient 

(pu,  d(pu,  d'(fu,  . .  .  d"(p«, 
on  obtiendra,  en  différentiant  l'équation  F=0  n -\- 1  fois  de  suite  dans  la  sup- 
position de  u  constant,  les  w  -|- 2  équations  suivantes: 

V=0,  dV=0,  (t-V=:  0,  .  . .  d"+'  F  =  0. 

Eliminant  de  ces  n  -\-  2,  équations  les  ''  -f-  1  quantités  inconnues 

(pu,  d(pu,  d^u,  etc. 
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il  en  résultera  une  équation  V^=.0  qui  ne  contiendra  ni  la  fonction  (pa  ni  ses 
différentielles,  mais  seulement  les  fonctions  f(i,  Fy,  etc.  et  leurs  différentielles. 

Cette  équation  F^  ==  0  poui'ra  maintenant  être  traitée  de  la  même  manière 
par  rapport  à  l'une  des  autres  fonctions  inconnues  //?,  et  on  obtiendra  une  équa- 
lion  V^-=0  (jui  ne  contiendra  ni  <pu  ou  ses  différentielles,  ni  /"/?  ou  ses  diffé- 
rentielles, mais  seulement  Fy  etc.  et  les  différentielles  de  ces  fonctions. 

De  cette  manière  on  peut  continuer  l'élimination  des  fonctions  inconnues 
jusqu'à  ce  qu'on  est  parvenu  à  une  équation  qui  ne  contient  qu'une  seule  fonc- 
tion inconnue  avec  ses  différentielles,  et  eu  regardant  maintenant  l'une  des  quan- 
tités variables  comme  constante,  on  a  une  équation  différentielle  entre  la  fonc- 
tion inconnue  et  l'autre  variable  d'où  l'on  pourra  donc  tirer  cette  fonction  pai* 
intégration. 

On  peut  observer  qu'il  suffit  d'éliminer  jusqu'à  ce  qu'on  aura  obtenu  une 
«équation  qui  ne  contient  que  deux  fonctions  inconnues  et  leurs  différentielles, 
(;ar,  si  par  exemple  ces  fonctions  sont  (pa  et  f[j,  on  pourra,  en  supposant  ci 
constant,  exprimer  x  et  y  en  fonctions  de  «  à  l'aide  des  deux  équations  a^=.a 
et  (i  z=.c  et  parvenir  de  cette  manière  à  une  équation  différentielle  entre  (fa  et 
«  d'où  l'on  pourra  par  conséquent  trouver  (fa.  De  la  même  manière  on  trou- 
vera une  équation  entre  f[]  et  /?  en  déterminant  x  eiy  par  les  équations  u=.c 
et  ^  ■=(}.  Ces  fonctions  étant  ainsi  trouvées,  on  trouvera  aisément  les  autres 
fonctions  à  l'aide  des  équations  restantes. 

De  cette  manière  on  pourra  donc  en  général  trouver  toutes  les  fonctions 
inconnues,  tant  que  le  problème  est  possible.  Pour  examiner  cela,  il  faut  sub- 
stituer les  valeurs  trouvées  dans  l'équation  donnée,  et  voir  si  elle  est  satisfaite. 

Ce  qui  précède  dépend,  comme  nous  venons  de  voir,  de  la  différentiatiou 
d'une  fonction  de  x  et  y  par  rapport  à  x,  en  supposant  constante  une  fonction 
donnée  de  .r  et  y;  y  est  donc  fonction  de  .r  et  dans  les  différentielles  se  trouvent 

les  expressions  — ^ ,    -— ^  ,    — ^ ,  etc.     Ces  expressions  se  trouvent  aisément 

en  différentiant  l'équation  a  =  c  par  rapport  à  x  et  en  supposant  y   fonction  de 

X.     En  effet,  on  obtiendra  les  équations  suivantes: 

^g  _[_    rf«       (fy  ^ 

dx  dy       dx  ' 

d-^fx.      .     ^      rf-îg         dy     .      d-^a       dy"-     .      rfg       d'^y  _  ^ 
dx*      "^  ^    dx.dy      dx  ~    dy'^       dx'^     '      dy       dx'^  ' 

etc. 
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d'où  Ton  tire 


+  2 


d-^y  _  y  ds-^  ^  juo^  ''■^'■''y  ^     ^  ^-^  ^         \dy'^)'\dx) 


\dyJ  \dy)  Vd^J 

etc. 

La  méthode  générale  de  résoudre  l'équation  V=zO  est  applicable  dans 
tous  les  cas  où  Teliiuination  peut  s'efl'ectuer,  mais  il  peut  arriver  que  cela  ne 
soit  pas  possU)le,  et  alors  il  faut  avoir  recours  au  calcul  des  différences  mais 
pour  n'être  pas  trop  long,  je  ne  moccuperai  pas  ici  de  ce  cas,  mais  je  renvoie 
le  lecteur  au  Lacroix  trité  du  cale.  difl".  et  du  cale,  intégr.  tome  III  pa".  208 
où  l'on  trouvera  comment  on  doit  s'y  prendre  dans  ce  cas. 

Nous  allons  appliquer  la  théorie  générale  à  quelques  exemples. 

1.     .Trouver  la  fonction  (jp  qui  satisfait  à  l'équation 

(pa=f(x,  y,  (pfi,  cpr) 
f  étant  une  fonction  quelconque  donnée. 

En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  x   en   supposant  «   constant 


on  aura 


o=/-..-+rï..f+/-w).r,<£+|.g)+rt*rt.,v(g+*.|). 

or  nous  avons  wl  que 


'^y  _ 


\dxJ 


cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équation  ci-dessus,  on  obtiendra  après  avoir 

multiplié  par  — ^  : 
dy 

'        \dy)      '  !f   dx  ^'  ^^"^'  \dx   dy        dx  dy^l  ^'^ '  >-'f  'KdxTy       dxTy)- 
Faisant  maintenant  ;'  constant,  déterminant  x  et  y  en  (i  par  les  deux  équations 
Y=zc,  ,?  = ,?  et  substituant  leur  valeurs,  on  obtiendra  entre  (ffi  et  (i  une  équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre,  d'où  l'on  tirera  la  fonction  (f(?. 
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Soit  f{x,  y,  (fi%  (pr)  =  V-/^  +  <t>r, 

on  aura  f'{^)  =  0,  f'iy)  =  0,  f'(rp^)  =  1,  fin)  =  1- 

L'équation  deviendra  donc 

/d^      da.  dcL      d^\\„,^(d-i     jh^  _  da.      dy\^ 

«>u  tire  de  là  en  intégrant 

/da.       dy  da:       dj 
dx       dy  du       ds        ,_, 

dx       dy  dx       dy 

On  voit  aisément  que  sans  diminuer  la  généralité  du  problème  on  peut  faire 
/^  =  a.'  et  y  =  y,  et  on  aura 

rfp  __  4      d?> n      '^1  —n     EL 1 

dx  dy  dx  dy 

Ayant  donc  'f"  =  (fx -\-  (fy, 

on  en  conclut 

/\dx) 
w 

où  y  est  supposé  constant  après  la  différentiation. 

Appliquons  cela  à  la  recherche  du  logarithme. 

On  a  log(a::y)  =  log.r  +  logy, 

da  dct. 

donc  «  =  ^i/.  ^  =  2/'     ~^  —  ^' 

substituant  ces  valeurs  on  obtient 

q.x=<f'yf^.dx  =  cf^; 

donc  '*'S-^  =  ^y^- 

Si  l'on  veut  trouver  l'arc  tang  {x),  on  a 

arc  tangf  ^  +  ^  )  =  arc  tg.  {x)  +  arc  tg.  {y), 
°V  1 — xy  / 


dx. 


donc 

et  par  suite 


X  +y 
a  — 


1—xy 


da.  _      1       I    y(j  +  y)  __    i+y'' 
-d^—  i-xy~^  (1-xî/)*        0^-^yY  ' 

da.  _      1        ,     J^(y  +  ^)    _    1+-^'     . 
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On  lin;  de  là 

(-) 

\dx/  1  +  yi 


par  conséquent  y .r  =  (/  '^ .  /  — — ^ .  dx, 

et  de  là 

/*   ilx               P   dx 
arc  t».  (;r)  =  c  /- =  /- en  faisant  c  =  1. 

Supposons  Hiaintenant 

A**^»  y»  ç»/^»  fpy)  =  9'(^-fpr=fx-9y 

eu  faisant  (i  =  x  et  y  =  y. 

On  aura  donc 

/■'x  =  /''y  =  0  f\(^x)  =  çy,  fX^jj)  =  (par 

dx  dy  dy  dx 


L'équation  deviendra  donc 

(p'x  ç'^      \dx  y 


donc 


<pj  ç^ 


\dxJ 
\dy) 

Soit  I  ^^^^.dx=T, 


et  en  iuté2;rant  loa;œa.-=  -?^  / ^^ — .</a:. 


/ 


w«/ 


CT 

on  aura  (px  ■==.  e   . 

Soit  par  exemple  a-=  x  -{-  y,  on  aura 

da.  ,  do.       1  rr         /•/ 

-^—  =  1  =  ——  ,  donc  1  z=z  I  dx  z=.  X, 

dx  dy  *' 

et  (fx  =  e" . 

Soit  «  =  .ry,  on  aura 

^  =  U^     -^  =  x,T^J—  =  \o^x 

Tome  second.  28 
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donc  cpx  =  e^-'°^'. 


c'est-à-dire  (px  =  x". 

Si  l'on  cherche  la  résultante  R  de  deux  forces  égales  P  dont  les  directions 
font  un  angle  égal  à  2x,  on  trouvera  que  R  =  P.(fX,  où  cfx  est  une  fonction 
qui  satisfait  à  l'équation 

(fx.cpi/  =  (fix  +  y)  +  qix  —y) 
(Voyez  Poisson  traité  de  mécanique  Tome  I  pag  li.) 

Pour  déterminer  cette  fonction,  il  faut  différentier  l'équation  par  rapport  à 
X  en  supposant  y  -{-  x  =  const.  et  on  aura 

ff'x.^y  +  (px.(f'y.^  =  ^'{x  —  y){l—  -^); 

mais  de  l'équation  x -\- y  =  c  on  tire  -/- =  —  1- 

Substituant  cette  valeur  on  obtient 

(f'x.(fy  —  (fx.fp'y  =  2(f'{x  —  ij). 
Différentiant  maintenant  par  rapport  à  x  en  supposant  x  —  y  =.  const.  on  aura 

(p'x.(py-^(p'x.ff'y.~£  —(f'x.(f'y  —  (px.cf»y.-^  =  0; 

or  l'équation  x  —  y  =  c  donne  -^  =  1, 

donc  q>"x.  (fy  —  (fx.(f"y  =  0. 

La  supposition  de  y  constant  donne 

(f."x  -\-  c(px  =  0, 

d'où  l'on  tire  en  intégrant     qx  =  u. cos(,ja: -)-  ;-) 

((,  ^  et  y  étant  des  constantes.     Eu  déterminant  celles-ci  par  les  conditions  du 

problème,  on  trouvera 

donc  cpx  =  2coiix,  et  par  suite  R  =  2P.cosx. 

2.     Déterminer  les  trois  fonctions  q-,  f  et  xp  qui  satisfont  à  l'équation 
V«  =  F{x,  y,  (fx,  (f'x,...  fy,  fy,  .  .  .) 
où  a  est  une  fonction   donnée    de  x  et  de  y,    et  F  une    fonction    donnée  des 
quantités  entre  les  parenthèses. 

Différentiant  l'équation  par  rapport  à  .r  en  supposant  «  constant  et  écrivant 

ensuite ,  f ,  au  lieu  de  ~  ,  on  obtiendra  l'équation  suivante 

/  rta  \  as 
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da. 

dx     F'x  +  F'{^x).<s^'x  +  ... 

àa.     ~  F-y+  F'{fy) J'y  +...' 

dy 
Si  dans  cette  équation  on  fait  y  constant,  on  a  une  équation  différentielle  entre 
(fx  et  X  d'où  l'on  peut  tirer  q)X,  et  si  l'on  fait  x  constant,    on  a  une  équation 
différentielle  d'où  l'on  peut  tirer  fy,  ces  deux  fonctions  étant  trouvées,  la  fonc- 
tion i/'a  se  trouvera  sans  difficulté  par  l'équation  proposée. 

Exemple.     Trouver  les  trois  fonctions  qui  satisfont  à  l'équation 

^{x  +  y)=^  fx.f'ij  +  fy . (f'x. 
On  a  ici  F{x,  y,  cpx,  cp'x  fy,  f'y)=^q>x.f'y  -{-fy.tp'x; 

donc  F<x  =  F'y  ==  0,  F'(rf or)  =  f'y,  F'{(p'x)  =z  fy, 

F'ify)  =  <p'x,F'{f'y)  =  cpx; 

de  plus  u  =  x  -\-  y, 

j«   «  dot.  .        da.  . 

donc  -y~  =1,    — -  =  1. 

dx  dy 

Ces  valeurs  étant  substituées,  on  aura 

ou  bien  (px.f''y  —  fy.(p''x  =  0. 

Faisant  y  constant  on  trouvera 

(fx  =  a. sin(bx -j-  c), 
et  si  l'on  fait  x  constant 

fy  =  a'.sin{by-i-c'). 
On  tire  de  là 

(p'x^=  ab.cos{bx-\-  c),     cp"x  =  —  ab"^ .sia{bx -^  c) 
f'y  =  a'b .  cos{bi/  4-  c'),     f"y  =  —  a'6^ .  sin{by  -|-  C). 
Ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  proposée,  on  obtiendra 

ip{x  +  y)  =  aa'b(sin{bx  +  c) .  cos{by  -j-  C)  -{-  sin{by  -f-  C) .  cos{bx  +  c)) 
=  aa'b.sin(^b{x-\-y)  -\-  c  -{-  f'). 
Les  trois  fonctions  chercbées  sont  donc 
q)X  =  a  .  s'm{bx  -|-  c) 
fy  =  a:  sm{by  -f  c') 
tpa  =  aa'b .  sin(6a  -|-  c  -(-  c'). 
Si  l'on  fait  a  =  a'  =  b=l  et  c  =  €'  =  0,  on  aura 

28  * 
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(fx  =  sin  X,  fy  ■=  siii  y,  i/'«  =  sin  «,  et  par  suite 
sin(a;-|-  y)  ■==  sin  .r.sin'y  -\-  sin  ^. sin'  x. 
Trouver  les  trois  fonctions  qui  sont  déterminées  par  l'écjpiation 

^(^  +  2/) = fi^y)  +  ¥(*'— y)- 

Différentiant  par  rapport  à  x  en  supposant  x  -{-y  constant,  on  aura 

0  =  f'{xy)  .{y  —  x)  +  2'f'ix  —  y). 
Maintenant  pour  trouver  y,  soit  xy  =  i'  at  x  —  y  =  a,  on  aura 

(p'a  =  k.a 

donc  qu=zk'  -\-~.(^. 

Pour  trouver  f,  soit  xy=i§  et  x  —  y  =  c,  on  aura 

donc  f^  =  €"+€', 3. 

Ces  valeurs  de  (pu  et  f(i  étant  substituées  dans  l'équation  donnée,  on  obtiendra 

v^i^  +  y)  =  '^"  +  f'•^■y  +  k'  -{-  -^  {x-yy. 

Pour  déterminer  %  soit  x-\-  y  =  ('.,  d'où  l'on  tire  y  =  a  —  .r; 
donc 

^a=c"-{-c'x{a—x)-{-k'-\-  1  (2x—af=c"-\-  |  «-+A-'+ar«(c'— 2Z")+(2A— r>-^ 

Pour  que  cette  équation  soit  possible,  il  faut  (jue  x  s'évanouisse  ;  donc  on  aura 

2k  —  f '  =  0,  et  c'  =  2k. 
Cette  valeur  étant  substituée  donne 

wa  =  k'  +  r"  +  A  f<% 

(fyr=k'-\-   —  .;'% 

qui  sont  les  trois  fonctions  chercbées. 

Comme  dernier  exemple  je  prendrai  le  suivant: 
Déterminer  les  fonctions  tp  et  f  par  l'écpiation 

H^  +  y)  =  (p^-fy  +  f^-  vy- 

En  supposant  x  -\-  y  =  c,  et  en  différentiant,  on  obtiendra 

0  =  ^<x.fy  —  ffx.f>y  +  f>x.(py—fx.(f'y. 
Supposons  de  plus  que  /(0)r=l,  et  (;(0)  =  0,  et  nous  aurons  en  posant ^=0: 

0  =  ^'.*'  —  ifx.c  -\-  fx  .c'; 
donc  fx  =  A(/ X  -f-  k'^  'x. 
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Substituant  cette  valeur  de  A  et  faisant  y  constant,  „„  aura 

^"^  +  mp'x  -\~  b(fx  =  0, 


et  en  intégrant 

Connaissant  ^^  „„  oonnait  a„s.i  A,  et  en  substiluanl  les  ,alen,s  de  ces  fonc 

ce  qui  donnera 

•^•^ 27=1 =  ^^'n  ■*' 

et  /v_  -'"'-' +  e-''^-^ 

'** K =  COS  X. 


xvin. 

Résolution  de  quelques  problèmes  à  l'aide  d'intégrales  définies. 


l. 

La  valeur  de  l'expression  ç(x+yy'' — l)  +  ç(j — y^ — 1). 

Lioi'Sque  (p  est  une  fonction  algébrique,  logarithmique,  exponentielle  ou  cir- 
culaire, on  peut,  comme  on  sait,  toujours  exprimer  la  valeur  réelle  de 
(f{x  -\-  yY^ —  1)  -|-  (f{x  —  ]/ —  1)  sous  forme  réelle  et  finie.  Si  au  conti'aire 
f/)  conserve  sa  généralité,  on  n'a  pas  que  je  sache,  jusqu'à  présent  pu  l'expri- 
mer sous  forme  réelle  et  finie.  On  peut  le  faire  à  l'aide  d^intégrales  définies 
de  la  manière  suivante. 

Si  on  développe  (f{x-\-yY —  1)  et  (f{x  —  yY —  1)  d'après    le  théorème 
de  Taylor,  on  obtient 

donc 

^(x+yV-\)  +  ^{x-yV-i)=2{ifX-^.y--{.-^^.y^^..). 
Pour  trouver  la  somme  de  cette  série,  considérons  la  série 

(f{x  +  0  =  9^  +  ^ •  «/''^-  4-  4- •  f"^+  273  •'''"''^"+"' 

En  multipliant  les  deux  mend)res  de  cette  équation  par  e""''',  et  prenant  en- 
suite l'intégrale  depuis  i  =  —  oo  jusqu'à  tz=i-\-  oo,  on  aura 

/*"  cp{x+t).e-''''\dt=(f.'xf°°e-''''\dt+(p'x  f°°e--''\tdt+yx  /*  V"'''.fV;+- 
Or  f"^ e-''"'*\t-"+^.dt  =  0;  donc 
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^-oc  »/  -«  \.1J ^^  1.2.3.4^_oo 

Considérons  l'intégrale 

1*°^  e-''''\e\dt. 

Soit  ^  =  -^  ,  on  a  è--"-''  =  e-^\  f"  =^^,  dt——i 

V  v-"  V 

donc 

c'est-à-dire 

re-''\f-".dt^  1 .3.5..  .(2» -!)•:.         _V^^ 

Cette  valeur  étant  substituée  ci-dessus,  donne 

J-oo^^       '      '  V    \y     ~     '2  r*    ~  2.3.4         v*     ~        / 

En  multipliant  par  c^'^'' .vdv,  et  prenant  l'intégrale   depuis  v=.  —  co  jusqu'à 

V  =  oo,  on  obtiendra 

-^f"vdv.e--'y\f°°cf{x+t)e-"'-'\dt=cFxf^e-'''y\dv+dArff^e'-'y''^^+--- 
Soit  «y  =  /?,  on  a /'V''V-.^-s».e?^-_2/*-i  /•VP'./?-'"'.</,?. 

y.»  '  '  V      2      /  1.3.5...(2«  — 1)  ^„ 

donc  f'"e-^"y\v-^".dv  =  (— ^)" V^-g^""'  .  et  par  suite 

J„  /■  "e-"'»' .  -y-^" .  dv  =  (—  1)" .  if"-^ .  Y:x. 

J  -<x 

En  substituant  cette  valeur,  et  divisant  par  -V^ ,    on  obtiendra 

2^ 

Le  second  membre  de  cette  étpiation  est  égal  à 

«f  (^  +  yV—  1)  +  qp(^  —  2/]/"—  1)  ; 

donc 

(/(.r+y|/—  1)  +  if{x  —  yY—  1)  =  ^  f°°vdv.e-^"-y'-.  f"  (f{x  +  l).e-'-''\dL 

(t   ^  -oo  ^    -oc 
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Posant  a:  =  0,  on  a 

Soit  par  exemple  9;?  =  e',  on  aura 

9(3^1/-— 1)+  (f(— 2^1^— 1)  =  er^--'  +  ^-yv/-i  =  2  cosy; 

donc  cosi/  =  ^  f°°  vdve-''"'-'"-.   i'^'e'-"''"' .dt; 


fe'-''"\di  =  ^ 

donc  cos  y  =  -^  /*   rft' .  e 

Si  l'on  fait  ?;  =  -^ ,  on  aura 

y 


„  - ,    1 

•'    ^  iv- 


-«=+:■ 


cos  «  = /*   dt  .e    ^^  '^ 

En  donnant  d'autres  valeurs  à  q-t  on  en  peut  déduire  la  valeur  d'autres  inté- 
grales définies,  mais  comme  mon  ])ut  était  seulement  de  déterminer  la  valeur 
de  ff{x  -\-  Y —  1)  +  tC^  —  yV —  1)  je  ne  m'en  occuperai  pas. 

Je  remarquerai  à  la  fin  que  de  la  même  manière  que  de  l'équation 

^(«)  =  /*°     _^        (voy.  Tome  I.  pag.  27) 

j'ai  trouvé  s,  ainsi  de  l'équation 

tp(a)=/^  (p{xa).fx.dx 

•/o 

j'ai  trouvé  la  fonction  (/,  oii  '^)  et /"sont  des  fonctions  données,  l'intégrale  étant 
prise  entre  des  limites  quelconques,  mais  la  solution  de  ce  problème  est  trop 
longue  pour  être  donnée  ici. 

2. 

Les  nombres  de  Bernoulli  exprimés  par  des  intégrales  définies,  d'où  l'on  a  ensuite  dé- 
■     duit  l'expression  de  l'intégrale  finie  Sçj. 

Si  l'on  développe  la  fonction  1  —  ^.cot-^  en  série  suivant    les  puissan- 
ces  entières  de  ?/,  en  posant 

les  coefficiens  A^ ,  A^,  A,  etc.  sont,  comme  on  sait,  les  nombres  de  Bernoulli. 
(Voyez  Euleri  Institutiones  cale.  difl'.  pag.  426). 
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On  a 

2  ■         2  ■  V  47:2—^2    '     4.47:2— m2  ~  QAk^—u"^     '    16.471:*— a*     i    *  *  7  ' 

(Voy.  Euleii  institut,  cale.  diff.  pag.  423.) 
et  en  développant  le  second  membre  eu  série: 

4  «  .      U  «2/,  11  \ 

l_^.cot-  =  -^^(l  +  _+_  +  ..) 

-I-  "Wl  I  1  I   1  I     \ 

~  23.71-»  V     ~  2*  ~    3*  ~  ■  ■  7 
'^  25.Z8V    ^^  2«   ^^    3«    ^^■■7 

En  comparant  ce  développement  au  précédent,  on  aura 

yj.         —         ^        A  -I      ^     I      ^    -I-       "i 
1.2.3  . . .  2«  2-"->  .7:"^»  V      •     22"  "■"    S*»  ~"~  *  "  7  " 

/,  1    /y2n-l  _^( 
'^-^ '- _. 

On  a  ^^     =  e-'  +  g-^'  +  e-"  +  .  . .;  donc 

J*t^--^^  ^j^_,  ^2,._i  ^^^  -l-ye-2' .  ^2-1 .  rf^  +  .  . .  -j-/'-'^' .  <*"-'  .dt^... 
Or  /•ng-A.^.„-i.^^^Ig«). 

Cette  expression  se  déduit  de  l'équation    r{a)  =  é     d.v(\og—j       en    y    fai- 
sant a  =  2n  et  x  =  e~^*. 

mais  d'après  ce  qui  précède,  on  a 

^ -i- 22;r -1- -p^ -T TâXïïl^     "~  r(2«  +  i)       "' 

donc        /•^i!ri^=  _fw^.2--..-.j, -i!!:^.^„; 

jo    e«-i        r(2«  +  i)  2« 

et  ptir  conséquent 

""   22»-i.7:2n  'y^      e'-l 

Tome  second.  *«/ 
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En  mettîïnt  ti  au  lieu  de  /,  on  obtiendra  enfin 


.    'in         /»^t-"-'^.at 


Ainsi   les  nombres    de    BernouUi   peuvent  être    exprimés    d'une  manière  très 
simple  par  des  intégrales  définies. 

De  l'autre  côté  ou  voit  aussi,  lorsque  n  est  un  nombre  entier,  que  l'expres- 
sion  /*'' '- —  est  toujours  rationnelle  et   éijale  à  .  ^„,     ce    qui    est 

assez  remarquable.     Ainsi  on  aura  par  exemple  en  faisant  «  =  1,  2,  3  etc. 

TT       '    "t  t        2  3  1 

f    —  TF 


0    .-'-1   -*■ 


26  8_ 

J  •  6  F  3 


etc. 
Maintenant  à  l'aide    de  ce  qui    précède,  on  pourra  très  facilement  exprimer  la 
fonction  S(px  par  une  intégrale  définie. 

On  a 

En  substituant  les  valeurs  de  A^,  A^,  A^,  etc.  on  aura 

f        jr  ^^    ^1.2X,  e^'_l        1.2.3.23 y „  ^ixt_iT^  1.2.3.4.5.2*  Jo  e^'-l 

c'est-à-dire 

^çx=rcpx.dx-yx+  f^^J^^(^'x.i--r:^'L.lL-L._j^.Jl^...). 

f         JT  ï-f    ~Jo  e^t_jV^         2         1.2.3.     23     "^  1.2.3.4.5     2*  ~      / 

^V      '  2  *^           /  ^              1.2       2^   ~    1.2.3.4       2* 

'     '^  V^         2  1.2.3       2»   ~    1.2.3.4.5       2-*    ^       / 

^V  2  ^          /  ^            1.2       23     '      1.2.3.4      2* 

^  V^         2  1.2.3       23    ~    1.2.3.4.5      2*               /• 
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On  tire  de  l;i 


■■4-S  4-  +  Tlïb-^  -  • = ^M'+ïV^-O-^C-ïi^-O]- 

Cette  valeur  étant  substituée  dans  l'expression  de  ^(f.v,  donne 

Cette  expression   de  l'intégrale  finie  d'une   fonction  quelconque   me  paraît  très 
remarquable,  et  je  ne  crois  pas  qu'elle  ait  été  trouvée  auparavant. 
De  l'équation  précédente  on  tire 

JJ—— __ __  =  ^çx  —JcfX.dx  +  l(fx. 

On  a  ainsi  l'expression  d'une  intégrale  définie  très  générale.     Je  vais  faire  voir 
l'application  à  quelques  cas  particuliers. 

1.     Soit  (px  =  e'. 
Dans  ce  cas  on  a 

ç(.r  +  y/-l)-ç(.r_|^/-l)  ^ 

donc  ^-^--^ =^.sm  — ; 


et  par  conséquent 


/. 


"  dt.  sin^ 
=  e"-* .  ^'<f  —  e'^fe'dx  +  X  : 


mais  ^(f  =  — ^ — -  et  fe'^dx  =  e"  ;  donc 

e  —  1        ^ 


f 

*'     o 


"  dt .  sin  -5- 
f___       ^        l 


Si  l'on  fait  ifx  =  e"'",  on  obtiendra  de  la  même  manière 

A  j       .     mt 

dt .  sm  — ^                 ^  . 

gm J_  „j       1^  2" 


/. 


-t 


Si  l'on  met  2t  à  la  place  de  t,  on  aura 

»^dt.sinmt  ^      e"  +  1 


/' 


e2-t  _  I  4  •  gm  _  1  2;«  ' 

29 
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formule  trouvée  d'une   autre  manière  par   Mr.  Legcndre   (Exerc.  de  cale.  int. 
T.  II.  p.  189.) 

2.     Soit  (fx  ==■  —  ,  on  trouvera 


<?  (^  +  Y  /— 1  j  —  <p(^  —  -g  /— l) 


2/— 1  2(j;2+i<2)  ' 

et  J(px.dx=  j  —  ■=\ogx -\- C; 

donc  f^ *-^ ==  2  log  x  —  L  —  2^  (—)  +  C. 

Jo    (j:2  +  A<2)(e^'— 1)  ^  \x/    ' 

On  détermine  C  en  posant  *r=  1,  ce  qui  donne 

C  =  3  +  /'^ i^ 

Jo    (1  +  if2)  (e^t  —  1) 

5.     Soit  (px  =  sin  «.i-,  on  aura 

27^31 =-2— 1«^   -^    V, 

^  sin  «a;  = ^— : 2-^  ,  /sm  ax.dx  = .cos  ax: 


2  sin  ^  a  "^  « 


donc 

/h  ^       _± 
c'  — c    *    j,               cos(«x  —  ia)     ,1  11- 
dt  = \  .    ..         -\ •  COS  ax  +  i  sm  ax, 
e^tt 1                             2  sin  T^a                a                      '     ■* 
.j 

et  en  écrivant  2«  au  lieu  de  «,  et  réduisant 

/  " =  cot  « 

Jo      e^'— 1  « 

En  supposant  d'autres  formes  pour  la  fonction  çx  on  pourra  de  la  même  raani- 
èi"e  trouver  la  valeur  d'autres  intégrales  définies. 


XIX. 

Sftv  iéqiialioii  dijfi'rrntii'lUi  dy  ^^(i>  -\-  t/tj  -\-  ry-).d.v=:0,  où  p,  q,  et  r  sont 

des  fonctions  de  x  seid. 


O, 


'Il  peut  toujours  réduire  l'équation  di/  =  (p  -\-  qy  -\-  ry-)dx=0,  à  une  autre 
de  la  forme 

di/  =  {P  +  Qif)dx  =  0. 
Première  méthode.     Soit  y  ^t-\-  ?•',  on  aura 

dz  +  <//•'  +  (;;  -f-  qr'  -f-  7-'"^?-)rfa;-f  z{q  +  1rr')dx-\-rz^dx^=Q. 
Pour  que  le  ternie  multiplié  par  z  disparaisse,  il  faut  poser  q  -\-  2rr'  =  0,  d'où 


l'on  tire  ?•' =  —  -J— .      Cette  valeur  étant  substituée  pour  /•',  donne 
2r 


..'  -^  _  X 

2/- 

donc  dz  +  (P  +  Qz'')dx  =  0 

^  4/  ds      2/-  ~  ds     2/2         ^ 

Seconde  méthode.     Soit  y^zr\  et  par  conséquent  dy  ^=r'dz-\-  zdr',  on 
aura  r'dz-\-pdx  -\-  z{dr'  -f-  r'qdx)  -\-  z"r''rdx  :=  0. 

Polir  que  z  s'évanouisse,  on  fera  dr'  -\-  r'qdx  =  0,  d'où  l'on  tire 

En  substituant  cette  valeur  pour  r'  on  aura 

dz-\-(p.e^''''^  +  r.e--^''''\z'')dx  =  0 •  •  (2) 

Si  donc  on  peut  résoudre  les  équations  (1)  ou  (2),  on  peut  aussi  résoudre  la 
proposée,  et  réciproquement. 

L'équation  (2)  est  résoluble  dans  le  cas  où  l'on  a 

p.e-' 
car  on  a  alors 


,/î''^__^,._g-/9rfx 


-^-=—JL.e^'"'\dx: 

a  +z'^  a 
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donc 

et  de  là 

mais 
donc 
maintenant 


ar 


c  tansï  (  -i— )  = —  ftidx.tr''''^  : 

"  \  v/e  /  va  "^ 

=  —  Y  a .  tang  ( -fpd^  •  e    **  j  ; 


yz=.zr'  =  z.e ■ 


y  =  -  l/«..--^"'^  tang(-L.  .Jef-'^tnlr): 


pe 


f'"  =  nr.e-f'^';    ,\mc  e'^'"  =  ^  ,  eJ'""  =  y(^), 


/,..  =  ^i„g(^>  ,,/..=  ii  -  4^,  î  =  è(|-  ^-f  ^J)- 


<f>/  +  ip  +  11/  +  ^'y'')dx  =  0, 


L'équation 
deviendra  donc 

"v  +  ^'  +  hi^-yQn -h ';'}'-  =  », 

et  son  intégrale 

1/  =  —  1/  —  .  tang(yV^(77>) .  d.r; 
où  bien,  en  mettant  pour  la  tangente  son  expression  exponentielle: 


et 


p2/rfT  v/  (-pr 

Soit  par  exemple  2^  =  —  ''  ^=^  ~7  '  •'^  ""*'* 

1  — e-'   '  1  — cj2 


y^- 


1  +  e-'   • 


1  +cj:« 


En  supposant     p  =  .r'"  et  r  =  x\  on  aura  — —  =  --  et  -4-  =  ■ — , 

donc  dij  4-  (.i"'  4-  ^{ii  —  m) .  ^  +  •^■"  •Z/")'^-»-'  =  0, 

et  '/  =  —  .*-^  •  lang/t'  +  ■ '^-—  .  x à(>"+"+2)\ 

^  =V     ^  m+n+2  J 
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Soit  w  =  —  ;»  —  2,  on  aura 

,,y    +   (.,...  _   (,„  +    I)|-  +    ^)'^-^-  =0, 

^  =  —  .r*"+' .  tant;(/.  +  l»)?*'  .i)  ^  —  .ï'"+'  .  tan!ï(log(^'a-)), 
(loti  l'on  lire 

Si  dans   l'équation  (2)  on  met  —  —  à  la  jilaoe  de  z,  on  aura 

dz  +  (/•.  e--^'"'  +  y> .  r-^'"^ .  z')(h-  =  0, 
et  lorsque 

1  -fqit-r 

If  ^  —  —  .e       ,  ou  a 

'/y  +  (/'  +  mi  +  ?7/')'^-^'  =  0- 

Lorsque  />  =  0,  on   a  rfy  -j-  {qy  -f-  ry-)dx  =  0, 

</c ^^  —  ?• . e"-'''''' . dx,  z  =  — fr . e'-'''''" .  dx 

1 
et  y  =  — 

Telle  est  doue  l'intégrale  de  l'équalion 

Si  dans  l'équation  luoposée  on  fait  ^  =  ^  =  r,  ou  o!)tient 

c  2e 

cdy  4-  (c  4-  2ay  +  .y*)/>^/:r  =  0, 

donc  / î-i^ =  —  f/nix, 

•/  c  +  2fl^  +  ^'^  -^ 

_y^+2a^+c  2v/(a"-  — c)  V^  +  a— v/(a-  — c)  ^  + «  +  v/(fl'- —  c)  /  ' 

donc 

-//"^•^  =  2,/(.^-,.)  D«s ( y  +  « — K(«-^  —  '■))- loii ( y + « + K(«"- - <■))], 

ou  l)ien 


et  de  là 


^  +  «  —  t/(rt'i  c)     -2v/(a--c)./p.a 

»/  +  fl  +  v/(«'-  f) 

1   +   g-2V/(<'=-'^)-//«''- 


et  //  r=  —  «  -f-  j/(«'^  —  r) . 


1  — e" 


V  («--'•) -/H 


232 

Dans  ce  cas,  rérjiintion  (2)  devient 

edz  +  (ce^'^""'  +  r'^-^""'  .  :^\dx  =  0; 


mais  on  a 

2a      . 

V                            fqdx                          —fP''^ 

donc  on  aura 

Z  

3a 


Si  l'on  hit  p  =  i,  ce  qui  ne  diminue  pas  la  généralité,  on  a  fpdx=zx-\-k, 
et  par  là 

Lorsqu'on  connaît  une  valeur  de  y  qui  satisfait  à  l'équation 

dy  +  (V  +  'iy  +  rif)dx  =  0 
on  pourra  aisément  trouver  l'intégrale  complète. 

Soit  y'  cette  valeur  particulière.     On  fera  y  =  y'  -\-  z  et  ou  aura 
dz  +  dy  +  (j,  +  qy  +  ry'')d:c  +  {z{q  +  g^'^/')  +  rz^)rf.r  =  0. 
Or  par  l'hypothèse  on  a  dy'  -\-  (p  -{-  qy'  -\-  i'y''^)dx  =  0;  donc 

dz  +  (iq  +  2ry')z  +  rz^)dx  =  0, 
d'où  l'on  tire  en  intégrant 

1 . 

mais  y  =  ^  +  ?/'  5  "loHC 


y  =  y'-\- 


Soit  par  exemple 

dy  +  {-^  +  f-+'-y'y  =  o. 


Faisant  y  =  —  on  trouvera 


_  i  _|_  1  _}_  „ft  _}_  rfr  =  0, 
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et  (le  lit 

donc  y  =  I     ~"  +  }/  ( — ^-— -) (  •  —  6St  une  intéiiole  particulière,  et 

comme  on  a  q  ^  ^  ,  r^=c,  l'intégrale  complète  de  l'équ.ition  proposée  est 

-I  l±V/[(l-a,  =  -4<-])./^ 


c  .Jdx .  e 
et  en  eflectuant  les  intégrations 


5 

(  l±V  [(l-«)=-4c]  !  ./-^ 


yi-.x"'''^^'^*^""^'"*"]' 


où  A-  et  C  sont  les  constantes  arbitraires  dues  aux  intégrations. 

Quoiqu'on  puisse,  comme  on  vient  de  voir,  résoudre  plusieurs  cas  en  em- 
ployant des  substitutions  convenables,  il  semble  pourtant  plus  commode  pour 
rintégration  des  équations  diflerentielles  de  cbercber  le  facteur  par  lequel  l'é- 
(juation  doit  être   multipliée  pour  devenir  intégrable. 

Soit  z  ce  facteur,  de  sorte  que  l'éipiation 
soit  une  différentielle  complète.     On  doit  avoir,  comme  on  sait, 

dz    ^  d{_z{p  +  gy-^)] 
dx  dy  ' 

et  en  eflectuant  la  diflërentiation 


Soit  c  =  c',  on  aura 


|:=(/>  +  yr).|r+2-7z^-^- 


-;^=(y'  +  '7/).-^+2-7Z/- 


Ovoique  cette  équation  en  général  ne  soit  pas  moins  difficile  à  résoudre  que 
la  proposée,  elle  peut  néanmoins  servir  à  découvrir  plusieurs  cas  particuliers 
dans  lesquels  celle-ci  est  résoluble. 

Supposons   par  exemple   que    ?■  r=:  «.log(« -f- ,j^),   où  a   est  une  quantité 
constante,  et  n  et  ,:?  des  fonctions  de  x  seul.     En  substituant  cette  valeur  de  r 
on  obtiendra 
Tome  -secoml.  t»0 
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OL  +  ^y  a.  +  ^y  ^^         ' 

où  „'  =  — ^  et   ,i'  ^=-^  ■     En  multipliant  par  a  -{-  ^y  on  aura 
f/x  f/x 

au'  —  atip  +  (ap'  —  a»^)^  —  {arltj  +  2(?5')y''  =  0, 
et  par  là 

au'  —  afy)  =  0,  «;5'  —  2c'.q  =  0,  a^^ç'  +  2(?q  =  0. 
La  dernière  équation  donne  «  =  —  2,  et  en  substituant  cette  valeur  dans  les 
deux  autres  é(|uations,  on  obtiendra 

f/'  —  ^ip  =  0,  /i'  +  «7  =  0. 
Si  de  ces  deux  équations  on  tirait  «  et  ji  en  p  et  ç-,  on  parviendrait,  à  une 

a'  8' 

équation  différentielle  du  second  ordre;  mais  on  trouve  P  =  -^  etq^ —  —  ; 

si  donc  ces  deux  conditions  ont  lieu,  on  a  r  =  —  2  log(«  -f  A.y),   et  par    suite 
Il  suit  de  là  que  l'équation  différentielle 

peut   être  intégrée,    et  que  le   facteur   qui    la  rend  intégrable,  est    ,   ^„  .^  • 
L'intégrale  sera  donc 

c'est-à-dire 

Pour  trouver  />,  il  faut  différentier,  ce  qui  donnera 

mais  (ly  =  —  -^ -gL^-±.dx; 


d'où  en  réduisant 
L'intégrale  de  l'équation 
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sera  donc 


d'où  l'on  tire 


n  =  —  T-\- 


'     ^i^-fi."^ 


Supposons  ,:-'  =  u=  J^  ,  on  aura 


'y+{-^-i''>='^ 


Voy.  meuioric  délia  società  Italiana  T.  III  p.  2Ô6. 
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XX. 

Sur  Veqiiathn  (UféreulieUe  {y  +  *)<///  +  (p  +  (jy  +  rif)dx  =  0. 


t^ette  équation  peut  toujours  être  réHuite  ;i  la  Ibiiue 

2rf2  -\-{P-\-  Qz)(/^v  =  0. 
Pour  cet  effet  je  pose  y  r=  c  -\-  ^z; 
ilonc  (ly  =  du  -\-  tj'dz  -\-  zdi3;  donc  en  substituant: 

(«  _|_  A-  -f ,-;-)  (rf«  4-  zd^  +  r^rf;)  +  (/?  +  9«  +  q,^^  H-  ^-f'-  +  2?-«,?c  +  ?-,S^î^)r/A-  =  0, 

ou  bien 

/      ,      a  +  s\  ,      ,      («  +  a)</a  +  (/!  +  ça  +  / a-)rfjr 

l^  +  -r  ^   "''  — ■ — f' 

,    ,  /  (g  +  s)d^  +  g[rf«  +  (y  +  2/-a)rfx]  \  _j_  /^^  _^  ^\    ,.,  _  ^ 

Pour   que   cette    équation   soit    de    la  forme  zdz -\- {P -]^  Qz)dx  z=  0,  on    doit 
avoir  les  deux  équations  suivantes: 

.^  =  Oet.Y/.r+-'^^--  =  0, 

donc  «  =  —  s  et  p^e-'     , 

p  =  (p  —  qs-]-  rs") .  e^''^  Q  =  ({q  —  2rs)dx  —  ds)  .  e^''^ 
Si  donc  dans  l'équation  (y  +  s)dy -\- (p -\- qy -\- iY)dx  =  0,  au  lieu  de 
y  on  met  «  +  [iz  =  —  *  -f"  ^  •  f     ''\  o»  obtieut 

^dz  +  \{p-qs+rs"-).f'^"''+  (q-2rs-  -^).  /^"^ i]</:i'  =  0. 

Donc,  si  cette  équation  est  résoluble,  celle-là  l'est  de  même.     Cela  a  lieu  si 

p  —  qs  -\-  rs-  =  0, 
ou  bien  si 

Dans  le  premier  cas  on  a 
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à:  +  (q-2rs-  ^^.r''"'\,Lv  =  0,  Ami  :  =f(2r^-{-''^^^- ~  .i).e^'-"}à:c^' 

et  dans  le  second  cas 

zdz  -f  (/>  —  qs  +  rs-) .  i?^'"'  .  f/.r  =  0,  .loi.  ;  =  V(2fi<is — //  —  rs^).  g^/"" .  dxj. 
L'équation  din'ércnfielle 

(.'/  +  •*)'/y  +  ('/•*■  —  '••*''  4-  9,'/  +  ry^)da:  =  0 
a  donc  |)(»iir  intégrale 

,,=  _„.  +  „-/-/[(2,.,+  *_„).„/-],,.,^ 
et  celle-ci 

(y  +  *)'<y  +  [/'  +  (^r.s-  +  ^i)y  +  ry^y^  =  0 
a   ponr  intéi^rale 

On  peut  aussi  donner  une  autre  lonne  à  l'équation 

zdz  +  (P  +  Qz)dx  =.0. 
Eu  mettant  y  -f-  «  «'»u  lieu  de  ;  on  a 

(.'/  +  'OK'/  +  '^")  +  {1*  +  .(?(//  +  'O'/-^-  =  0; 
c'est-à-dire 

(.y  +  ")'/.'/  +  "'i"-  +  ^'Z-*-  +  Q("f-^  +  .'/((?^/-i-  +  '/<')  =  0. 

En  posant  maintenant 

Qdx  -\-  du  ^=  0,  ou  «  =  — J  Qdx\ 
on  aura 

et  en  faisant  —  fQd.v  r=  R  et  par  conséquent  Q  =  —  — —  , 
"^  '  dx 

(  1/  +  Ii)d>/  -\-  Pdx  =  0,  d'où  du  -I ^  .  */.i-  =  0. 

Si  l'on  tait  Pdx  =  dr,  on  a 

'^'^ +  (.'/  + A''))  •'/^  =  o. 

Je  vais  maintenant  chercher  le  facteur  qui  fasse  l'équation 

y'i>/  +  ip  +  iy)<i'i'  =  o 

une  ditférentielle  complète. 

Soit  i  ce  facteur,  on  aura 

— j —  — j 5  ■^^rrial     auC      otfN 

ux  dy  /  • 
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on  bien 


Soit  ?  =  c',  on  aura 


y-^-(;^+y^)^-^9  =  o. 


dz  dr      .     dz  ^  dr 

dx  dx  dy  dy 


Donc  y.^_(p  +  çy)._g._^_0. 

Supposons  >•  =  «-}-  [ly,  on  aura 

c'est-à-dire 

On  en  tire 

et  par  conséquent 

(5  =:  —  c,  «  =  —  cjqdx,  —  c^  -|-  ^  =  0. 

Le  facteur  cherché  sera  donc 
Soit  maintenant  r  =  a  -\-  ^y  -\-  yy'^,  on  aura 

donc  en  développant 

On  en  conclut 

et  de  là 

j/  =  f,   ^  =  2cJ(/dx,    q -\- 2cpjqdx  =  0,    a  =  2,cf(/dx{J'qdx -\- p) 

=  2cfqdxfqdx  -fj^  ■ 
L'équation  deviendra  donc 

y'^y-^^-^iy'^''^^^ 
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et  le  facteur 

Faisant  y  =  1  et  écrivant  —  c  au  lieu  de  2c  on  a  AJL.  =^ 

fqds  x+a 

et  le  facteur  deviendra 

1        -^  (*+»+«)= 


JC+  a 


Lorsque  a  =  0,  on  a       ydi/  -f-  f  y  -|-  —jdx  =  0, 
et  le  facteur  sera 


L'intégrale  sera  donc 


— .e 
s 


1     - (y+J)^ 


ou  bien 

fy.e-^^''^'^\dy  +  F{x)  =  0. 

Supposons  en  général 

r  =  i'.-\-  i'.^y  +  «2^2  +  «3^'  +  .  .  .  +  any'^: 
on  aura  en  différentiant  successivement  par  rapport  à  a:  et  à  y: 

-d^—^^-d^-y^-dV-y  +^^-^+--+^y^ 

^  =  «1  +  2'<2y  4-  3«3,y'  +  •  ■  •  +  ««»r"'- 
En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

et  réduisant,  o»  obtiendra 
do..    _„_i    ,  (  rfa.-i 


^„_.  _^(^^  _  ,^^^g^„  +  (-^  -  («-i)-?",-,  -  >v>4r- 
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On  a  donc  les  équations 


-j—  =  0,     — - —  —  vq(i.„  =  0,    — ^— (y/  —  1  )r/«„_i  —  ?//>«„  =  0  etc. 

as  flx  iix 

^  -  Iqa^  —  5pa^  =  0,    -^  —  r/«,  —  2p«,  ==  0,  f/  +  jm^  =  0.     '•  ' 

Voilà  n  -\-  2  équations,  mais  comme  le  nombre  des  quantités  inconnues  n'est 
que  ?^  -j-  1 ,  il  restera  après  Télimination  de  celles-ci,  entre  petq  une  équation 
de  condition  qui  par  conséquent  doit  avoir  lieu  pour  que  le  facteur  puisse  avoir 
la  forme  supposée. 

En  intégrant  on  aura 
«„  =  c,    «,._!  =:  nfa„qdx,    o.,,^^  =  («  —  1  )/^,-l  •  qdx  -f.  nfu„pflx, 

«„_3  =  {n  —  2)  .Ji'n^qdx  +  (>/  —  \)fun-iVdx, 
. . .  a„_y  =  („—p-\-l}fa„^j,+^qdx  -|-  {?i  —j) -f  2)fa,^p^^pdx,  .  .  . 
«j  =  2fc(^qdx  -\-  Sfu^pdx,  a  z=Ja^qdx  -\-  2f('.^pdx,  q  -\-  pu^  =  0, 
ou  bien 
«„  =  c,  «„_j  =  nrfqdx,  «„^  =  n{n  —  lyfqdxfqdx  +  iirjpdx, 

a„_^z=ti{n —  l)(w — Tjcfqdxfqdxfqdx  -\-  n{n — 2)cfpdxfqdx-\-ii{i/ — \)ifpdxfqdx 
etc. 

Soit  par  exemple  n  =  3,  on  aura  «3  =  c,  «^  =  Srjqdx  u^  =  Qrjqdxftidx 
-|-  Scfpdx,  a  =  Qcfqdxfqdxjqdx  -|-  Qrfpdxfqdx.  L'équation  de  condition  de- 
viendra donc 

q  -j-  6cpfqdxfqdx  -j-  Srpfpdx  =  0. 

dru  d^ 

1  dr  ~dx   '^^'~dx  dr  S 


Soit  r  r=z  . — -     on  a  — — —       ; —  ^  ,,       ,      ,     —  ,       „  ^o  ; 

o.  +  ^y'  dx  {'3.  + M-  <iy  {^  +  ?'y)- 

oa  aura  donc 

_     /  rfo^      d^      \ 

~y\dx   ^  dx  '^y      .     ^(p  +  qy)  _      _  0 

et  de  là  en  réduisant 

,f  (^  +  fq)  +  y{^-  H  +  2«PV)  +  «^!/  -  PV^  =  0 : 

donc  -^  +  ii'q  =  0,  -^  —  (iq  +  2^?q  =  0,  u^q  —  C'P  =  0  : 

Jonc  ,=  ^,    "  =  n^).     ^=il/(^)-"(^s)^ 


241 


et  par  suite 


y    \      ;j      J'     KtifiidxJ        fadx   ~     t    \i,rudx/'    fadx 


Si  l'on  fait  q  z=  —  -r^.—  ,  "»  aura 


^4.JL—2u   -^  —  0 
dx  ~   [idx  Pf/x  ' 

d'où  l'on  tire  successivement 

L'équation         y,hf  -\-  [{jj^^  +  ^J'ï/O'^"-'  +  */.'/]  ^^•^'  =  0 

deviendra  donc  intégTal)le   en   la  niulUpliant  par  le  facteur  e^"'"''*  ,   où   u  -j-  (iy 


(fgdx)-        -        fqdx 
Faisant  ^  =  1   on  aura 


•^/'<y+[((^^+0'v+^')+i/; 


dx  z=  0, 


(x+a) 

f'+(-r+a).'/+K-^+°)- 

et  le   facteur  deviendra   fi         (''+'')' 
Si  «  =  0  et  r  =  a,  on  a 

et  !e  facteur  sera  t'-'"'       ^        • 

Supposons  maintenant  r  =  a  \os:(u  -\-  ^]y),  on  aura 

da.  di 

n 1-  «Il     - 

dr 

dx 
par  conséquent 


y 


drt 

dx  dx 


dx        "    dx 

rt  +  ^y 

dr              a^ 
dy           rt+^y 

„..  '^^  ^ 

ip+9y)--~^  —  fi  =  o, 


cc  +  ^y  {        ^'^    '    ^^'    'x.  +  ^y 


et  en  réduisant 

Tome  second.  ol 
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donc  ~'=0,     a~  —  a(ïq  —  pq=zO,  apP  +  «<y  =  0; 

ax  dx 

donc 

^_,,  ,_  i^  J,jda:,  acp  +  i^  .ry/^^^=0,  et  /,  =  -  -^^  y//./:r. 

L'équation  deviendra  donc 

y%  —  (  "^.     '^ifl'^^  —  11/ /^^'  =  Oj 
et  le  facteur 

Soit  ^  =  1,  on  aura 

ydy  —  (^  (^  +  6)  —  y)^/.î^  =  0  et  le  facteur  (-^^^  (*•  +  *)  +  y)"  ; 

mais  l'équatiou  étant  homogène  la  résolution  n'en  présente  aucune  difficulté. 

Soit  ensuite       r  =  a  log(y  +  ")  +  '^''  ^QSty  +  "')  5 
donc  .  .  ■ 

a.  —r-          a'  ■  —7—            , 
dr  dx    _,  dx  dr  a        ,         a' 


y 

donc  en  réduisant 


f/.r  «/4-a  »/  +  a'     '      ^/(/  y+OLy+a.'^ 

d'y.  ,    dt'   s 

y  +  iy,~y+a.'i        ^'  ^  '-^'yy+a.     '      i^+a'/         ^- 


+ ^  ■  (""'  "^x' + "'"  ■  ^d^  ~  ^"  ^"  "'^^  ~  '^^""'  "^  "''■  +  '' + "'0 

—  p{(H'.'  -\-  (l'a)  —  qicc'  =  0. 
On  aura  donc  les  trois  équations  suivantes 

no' .  -^  +  «■«  ."f (o  +  «>  —  <,(««■  +  «■,<  +  .<  +  „')  =  0, 

dx  (IX 

]f{au'  -\-  ii'i')  -j-  qc.n'  ■=  0. 

La  première  équation  donne 

au  -\-  a' a'  =  {fi  +  a'  -\-  \)fqdx; 

(a  +  a'  +  \)  fqdx  — aa  /  1     1      ^  +  «  \  r    /  « 

donc  «'  =  i ^ =  {i  +  ^r)M^-  -  ^  •  «• 
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Eu  substituant  cette  valeur  dans   la  seconde  et  la   troisième   équation  ou 
obtiendra 

[("  +  «T  (1  +  ^))Mr  -  Ç"]^  +  '<((«'  +  «  + 1)'/  -  «  è)  - («+«')/' 


ou  bien 


-  («  +  .,');>  -  '/(('^  +  1)  +  ^^^^)fqdx  =  0, 
et 

Soit  «  -f-  o'  =  0  ou  «'  =  —  a,  on  aura 
-^/^./.f  +  ../  -  {;^)qfqd.v  =  0,  donc  -g-  +  «  ■  ;^  -(-^)5'  =  »' 


et  en  intégrant 


«  =  -^  .  /~f^f/^  qdx ; 
or  /:i$l  =  los(  fqâx) ;  donc  .  =  (»  +  l)-/(/?^-r)?^/x 

c'est-à-dire 

a./çf/a-  'la     J ^    ^     ~^   fqdx  ' 

OU  bien  a  =  ^(l  +  l.)Mv  +  -^  , 

maintenant  on  a 

'^  an'  +  a'a.  4fqdx  IK-^  ^  '     fqdx  y  «2   V  /       -'  y 

11  suit  de  là  que  l'équation 

*"*  +  {t7?^[(/»''-+  â^)  -  ^  </'''■'■''  ]  +  «î*  =  " 

devient  intégralile  en  la  multipliant  par  le  facteur 

51 
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Faisant  (7  =  1,  i'éqiiation  deviendra 

et  le  facteur 


k    \a 


'+  — 


Soit  enfin  r  —  «  +  iiy  +  «  log  (^  +  y),  on  aura 

rfj  rfx    "'^^   rfj-  ^    («/  +  ï)rf-ï"  '      «^^  2^  +  7 

et  en  réduisant 

—  p{a  +  /^y)  —  <?;'  =  0. 
On  tire  de  là  ,-^  =  r,  a  =  ijqdx;  «•  -^  —  «'/  —  «7>  =  0,  />(«  +  <■;)+  9^=  0. 

Tjniip  -^=«-1-—.  w,    y  = ^^^ —     En  supposant  «==  1,  on  aura 

-Il  =  v  +  ep :    mais  q-\-  cp  =  —  ^ ;   donc  --I  =—  i^ ,    ou  yrf/  =  —  /></;r, 
di  T  ""^  Y 

d'où  y^  =  A"  —  2//>f/.r,  et  y  =  y{k  —  2fpdx);  mais  >-  =^fqdx  +  ^;//></.f:    donc 
,^_,V(i:^MïAi_,^_  „„  k„„  ,  =  _,,,__JL_,  et  ,1e  là 

En  substituant  ces  valeurs  on  aura 

ydy  +  [v  -  .y('7>  +  vô^z^z;)-)]^'^  =  «, 

où  le  facteur  est 

Si  l'on  fait  /*  =  1,  on  a 
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et  le  facteur 

{y  +  V{k  —  2.1-))  .e'î'-«''+''v' (*-**), 
et  en  faisant  c  z=.  k  =  Q,  on  a 

et  le  facteur 

3/  +  K(— 2a-). 


XXI. 


Détermination  d'une  fonction  au  moyen  d'ime  équation  qui  ne  contient  qu'une 

seule  variable. 


ija  fonction  fx  étant  donnée,  trouver  la  fonction  (fx  par  l'équation 

(fX-\-\=i  (f{fx). 

Soit  X  =  '^)y  et  fx  ^=  ^{y  -j-  l)?  on  aura 

-     ^  +  ^^y  =  ffHy  +  ^); 

ou  bien  f^{y  "h  1)  —  ?'^7/  =  1  ; 

c'est-à-dire  ^^^'^y  =  1  ; 

donc  en  intégrant  (f^iy  ■=y  -\-  yy, 

où  yy  signifie  une  fonction  périodique  quelconque  de  y,  de  sorte  que 

%{y  +  1)  =  y.y- 

Maintenant  ify  =  x,  d'où  l'on  tire  y  =  '\px,  et  par  conséquent 

q,x  =  'ii'X-\-xi'^^) (*) 

Il  S'agit  maintenant  de  trouver  la  fonction  'if'x.     Cela  se  fait  comme  suit. 
On  a  X  =  ^y  et  fx  =  vi{y  -{-  1)  ;  donc 

^'(y  +  i)  =  A'y (2) 

Voilà  une   équation  aux  différences  finies,  d'où  l'on  tire   y-iy,  et  cette    fonction 
étant  connue,  on  a 

X  =  '^l'y  et  de  là  y  =  'if'x. 
De  ce  qui  précède,  on  voit  que  le  pro])lèine    est   toujours  résoluble,  et  qu'il  a 
même  une  infinité  de  solutions. 

Supposons  par  exemple  fv  =  .r",  l'équation  (2)  deviendra 

^'(2/  +  1)  =  {xpy)". 
En  mettant  ici  successivement  y  -^  1,  y  -\-  2,  etc.  à  la  place  de  y,  on  aura 

■  n'iy  +  ^)  =  (Hiy  +  i))"  =  in)""' 
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et  en  général  V'(y +  •»•)  =  (V^)"'- 

Faisant  1/  =zO  et  t^'(O)  =  a,  on  a 

<^vr  =  «"',  et  par  suite  ipy  =  a"'  ; 

or  n'i/  =  x;  donc  o"'  =  .r,   et  de  là  n^  =  '"^-^  , 

logn 

et  7/  ^::   loglogJ  — loglog»   . 

■^  log  «  ' 

donc  '^'0!=  loglog^-log'og«  . 

log  n 

L'équation  (1)  deviendra  doue 

„y. log  log  j  —  log  log  fl      .       /  log  log  X— log  log  g  \ 

^'  logra  '^  ^\  log7^  /' 

qui  est  la  fonction  cherchée. 

Si  l'on  met  x"  au  lieu  de  x,  on  aura 

q(x^)  =  *°g  *"g  •^"  ~ '"g '"g  «     I     .  /log  log  J"  — log  log a\ 
log«  ^V  log«  / 

__  log  n  +  log  log  X  —  log  log  a      ,       /  log  n  +  log  log  x  —  log  log  a  \ 
log  w  V  log  H  / 
1      i       log  log  X  — log  log  «   _t       /,     ,       log  logx— log  logo  \  .     . 

La  fonction    a    donc  la    propriété  demandée.     Le  cas   le    plus  simple  est  celui 

où  x^=0  et  fl  :=!  e,  !og<?   étant  =  1;   on  aura  donc 

.  __   'ogl»g-r    gj    'og'ogJ     1      J  __    log  log  J" 
log«  logn     "*"  logw 

2. 

Considérons  en  général  l'équation 

F{x,,f(fx\(f{^i'x))  =  0, 
où  F,  f  et  U'  sont  des  fonctions  données,  et  où  l'on  cherche  la  fonction  (f. 
Soit  fx  =  y,  et  ux  =  y,+^ ,  l'équation  devient 

P{^,  fP^t,  (fy.+i)  =  0. 
Soit  (fyt  =  iu,  on  aura  (fy,^^^  t(,^^,  et  par  conséquent 

F{x,  Ut,  Ut+^^Q. 
De  l'équation  fx  =  yt  on  trouve  .r  = '/y,;  donc  en  substituant  cette  valeur  dans 
léquation  it.r  =  î/,^^ ,  on  obtient 

l/'+i  =  H'fy>) (I) 
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De  cette  équation  on  tire  yt  et  par  conséquent  aussi  x  =  'fi/,  en  fonction  de  t. 
Cette  valeur  étaut  substituée  dans  l'équation  F{x,  ?/,,  w,^j)  =  0,  donne 

Fi'fyt,  n„  M,+i)  =  0  .  .  .  .  • (2) 

De    cette    équation    on    tire  u,  =  U  =  <f{yt)-      Faisant  y,  =  z,    on    trouvera 
t-='y:,\  donc  enfin 

Exemple.     Trouver  la  fonction  y  déterminée  par  l'équation 

{ifxf  =  (f{2x)  +  2. 
Soit  (fx  =  u,  =  (Fy,  et  (p{2x)  =  u,j^i  =  (fiy,+i),  on  aura 

(«.)'  =  «.+1  +  2. 
On  en  tire  u,+^  =  u^  —  2. 

Supposons  ti^=za     -\- 


1 


1 


donc  «„  =  «^    H ^ 


«- 


4  1  1 


et  en  général  n,  =  «'*''-] —  ■ 

Ayant  xz=y^  et  2j;=2^,+i,  on  a  y,+j  =  2y,,  d'où  l'on  tire 

donc  2'-»  =  -  • 


c 


Cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équation 


1  \-x 


donne  9)0;  =  a  '  +  «   '  =  («  V  +("    /     ' 

ou  bien  (fx=¥  -^  b^. 

Donc  (6-+è-f  =  6^  +  6-'-  +  2. 


XXII. 

Note   .sur    la   fonction 


Ëj;i  fonction  i/(a:)  ^x-\-~-\-  |i4-...-|-f!.-f-...  jouit  de  plusieurs  pro- 
priétés remarquables,  que  je  vais  déduire  dans  cette  note.  On  trouve  quelques- 
unes  de  ces  propriétés  dans  Legendre  exerc.  de  cale.  int.  Toni.  I  pa»-.  244  et 
suiv.      Les  autres,   si  je    ne    me   trompe,   sont   nouvelles.      Comme    la   série 

•^"  +  -^F  +  "â^  +  ■  •  •  n  PiSt  convergente  que  lorsque  x  ne  surpasse  pas  l'unité, 
il  s'ensuit  que  la  fonction  'ip{x)  n'a  de  valeur  que  pour  les  x  compris  entre 
les  limites  —  1  et  -f  1.  Pour  toute  autre  valeur  de  x,  la  fonction  n'existe 
pas,  parce  qu'elle  est  exprimée  par  une  série  divergente.  Nous  supposons 
donc  toujours  x  compris  entre  les  limites  —  1  et  -|-1- 
Eu  ditTérentiant  on  obtient 

c'est-à-dire  dxvx  == —  log  (1  —  .r): 

donc  if'.r  =  —  /_fL.log(l  —  x) (|) 

l'intégrale  étant  prise  depuis  x  ■=.  0. 

De   cette    expression  de  i,i'.r  il   est   facile    de  déduire    les  propriétés   de 
cette  fonction. 

En  mettant  1  —  :r  au  lieu  de  x,  on  obtient 

et  par  suite  i/.r  -|-  i! (1  —  x)  =  —  /  (—  log(l  —  x)  —       ^     ^ogxj  ; 
donc  MX  +  1^(1  —  x)  =  C  —  log  X.  log(l  —  .r). 

Tome  second.  32 
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Si  l'on  fait  ici  a:  =  0,  log:r.log(l  —  .r)  disparaît,  et  ou  a 

mais  ^(1)=1+  J^-+  ^^  +  J^  +  ...=  i^ (2) 

On  en  conclut 

t^.;r+  ^.(1— .^■)  =  ^  — Iog.r.Iog(l  — J7) (.">) 

Cette  formule  donne  la  valeur  de  la  fonction  nKV  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  ^  et  1,  lorsqu'on  connaît  la  valeur  de  la  fonction  pour 
les  X  qui  sont  compris  entre  0  et  i.     Lorsque  .v  =  ^,  cette  formule  donne 

^ih)  =  ^  -  lO^s  2r (4) 

Si  dans  l'expression  de  if-'x  on  met  —  .v  au  lieu  de  x,  on  obtient 

V'(—  •^•)  =  —  -^  +  25-  —  3^  +   4^  —  *'**^- 
donc  i/.'(.r)  +  ni—  x)  =  ^  (.r'^  +  |1  -j-  |!.  -|_  . .  .^  : 

c'est-à-dire,  puisque 

•^•'  +  1^  +  |J  +  •  •  •  =  •/•(■f-^), 

t|ir)+V'(-.r)  =  lv(.r^) •   •   •   G^) 

Cette  formule  donne  la  fonction  \px  pour  les  valeurs  négatives  de  x,  lors- 
qu'on connaît  la  fonction  pour  les  valeurs  positives  de  la  variable.  Dans  le 
cas  particulier  oii  l'on  fait  x  =  1,  on  obtient 

^<(-l)  =  -^V'{l)  =  -|^ («) 

c'est-à-dire 

12  2'^     '      3^  42     ' 

ce  qui  est  connu. 

Si  dans  l'équation  (1)  au  lieu  de  x  on  met  — — -- ,  il  viendra 

*  (.^)=A~  -  ^)'°^('  +-^=f^  log(l  +  ,,,_/^lo„.+l). 
Or  on  a  évidemment 

y^  log(l  +  .r)  =  —  iJ.(—  x) 

et  f^  . log(l  -f  X)  =  i(log(l  +  x)y  : 
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donc,  cil  remarquant  que  la  eonstaute  arbitraire  due  à  l'intégration  est  zéro, 

En    éliminant   la    quantité  1/  ( —  .1)  des   équatious    (o)    et    (7)    on    obtiendra    la 
suivante 

rix)  =  Klojid  +  .r))^  +  ^xpix^-)  +  <i{^)        (8) 

Par  cette  formule  on  peut  exprimer  une  fonction  donnée  i;ix  par  d'autres 
fonctions  dans  lesquelles  la  variable  est  aussi  petite  qu'on  voudra.  Car  lors- 
que X  est  positif  et  moindre  que  l'unité,  on  a  .r'^  <  x  et  <  x.        Si    l'on 

fait  par  exemple  .r  =  ^  et  .r  =  1,  la  formule  donne 

^■a)=èaogir  +  iv'(i)4-f(^)- 

En  combinant  ces  deux  équations  avec  celle-ci 

-g-=^(ioo;2r  +  v'a), 

on   trouvera        t(,(^)  = -^  _  1.(10-3)^ -f  ^V(i) 

ra)  =  |^+2log2.1og3-2(log2)^  — fOogSr  — l.f'(^). 

De  cette  manière   les  fonctions  n{^)  et  y{^)  sont  exprimées  par  des  quantités 
connues  et  la  fonction  V'(^).     Si  dans  l'équation  (8)  on  fait  ;r  =  ^  on  obtient 

etc. 
Toutes  les  formules  démontrées  ci-dessus  se  trouvent  dans  l'ouvrage  cité 
de  IMr.  Legendre.  Elles  ne  contiennent,  comme  on  voit,  qu'une  seule  quantité 
arbitraire.  Je  vais  maintenant  démontrer  quelques  autres  qui  contiennent  deux 
quantités  indépendantes  entre  elles,  et  desquelles  les  formules  précédentes 
doivent  être  considérées  comme  des  cas  particuliers. 

Si  dans  l'équation. 

;x  =:  —  /-^  log(l  —  x) 


M\ 


on  met  — — ^ —   à    la    place    de    .r,    on    aura,  en    considérant    //    comme 

1— a        \—y 

nt: 


constant  : 


52 
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c'est-à-dire 

Toutes  les  intégrales  du  second  membre   de  cette   équation  peuvent  s'ex- 
primer par  la  fonction  ip.     En  effet,  on  a 

/-f  ■'»<'- Tir)— ''fc)> 

fJ^Mf(l-y)       =-niy); 
donc 

HT^-TêF)  =  <ï^)-'''*-">S<*-">-'°«('-*'-/l^-'»»('-i^)- 

Soit ==  z  ou,  ce  qui  revient  au  niéme,  1  —  y  ^  —  ,  ihi  ^  — -^  ,  on  aura 

1  —  y  z  %'■ 

donc  l'équation  ci-dessus  donnera 

Pour  déterminer  la  constante  arbitraire,  soit  ^  =  0,  et  l'on  aura  C  ^  —  "•/'(«)• 
On  aura  par  conséquent  en  écrivant  x  au  lieu  de  a: 

^  ("1=^  •  1=^)=  '''(li^)  +  V'(-p^)— Vy— V^— Iog(l— y) .  log(l— a;)  (9) 
Dans  cette  formule  x  et  y  doivent  avoir  de  telles  valeurs  que  les  quantités 
\-Y— — ••  Y"^ — )  1     -^ —  5     7— — '  Vi  ^'  "^  surpassent  pas  l'unité.     C'est  ce 

qui  aura  lieu  lorsque  x  et  y  sont  positifs,  si  ar-}-7/<l.  Si  y  est  négatif 
=  —  m,  on  doit  avoir  x  -\-  nK  i;  et  si  x  et  y  sont  tous  deux  négatifs,  il 
suffit  qu'aucune  de  ces  quantités  ne  surpasse  l'unité. 


XXIII. 

ExI rails  de  quelques  lettres  de  l'auteur  à  Mr.  Crellc. 


1. 

I^i  une  ('quatioii  du  cinquième  degré  dont  les  coeiTiciens  sont  des  nombres 
raliouitels,  est  résoluble  algébriquciuciii,  on  peut  donner  aux  racines  la  forme 
suivante  : 

124J.  l->4â  1243  124^ 

x^c-\-A. a^.a\. «* . «^  +  A^ . a\ . a| .  «* . «*  +  J^. «| . o* . a*. «^  +  ^3 . «* . «*. a^.a^, 
où  a  =  m  +  nV{i  +  e')  +  V[h{\  +  e'  +  K(l  +  .>"-))], 

a,  =  m  -  nV{i  +  e')  +  l/[/.(l  +  e'-  -  |/(1  +  ''•^))] , 
a,  =  «^  +  uV{l  +  .'■^)  _  ]/[/,(!  +  e"^  +  K(l  +  e'))] , 

«3  =  '«  -  «[/"(i  +  ''"-)  -  K[/'(i  +  ^'  -  K(i  +  «"-))], 

A  ==K+K'a  +  A"V/.,  +  A'"'«ff.„     J^  =  A  +  A^  +  A'X  +  A'"'"i«3 
^2  =  Ar+  A'fl.,  +  A'"rt  +  A'"V/«.,,     ^3  =  A^+  A'V/3  +  A'V/i  +  A"'«i«3. 
Les  quantités  e,  h,  e,  m,  n,  K,   K',  K",  K'"  sont  des  nombres  rationnels. 

Mais  de  cette  manière  l'équation  .r*  -(-  ax  -[-  ^'  =  0  n'est   pas  résoluble, 
tant  que  o  et  6  sont  des  quantités  quelconques.      J'ai  trouvé  de  pareils  théorè- 
mes pour  les  équations  du  7'^"'',  11'""'",  l.'î''™''  etc.  degré. 
Friberg  le  14  mars  1826. 

2. 

Une  propriété  générale  des  fonctions  dont  la  diiïérentielle  est  algébrique, 
consiste  en  ce  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  peut  être 
exprimée  par  un  nombre  déterminé  des  mêmes  fonctions.     Savoir: 

^{^1)  +  «^(-^î)  +  <;p(^3)  +  •  •  •  +  (f{^v)  =  r  —  (a  (.-1)  +  (p{z^)  +  «^(23)  +  •  •  •  +  <;?(-"))• 
.Tj,  x^,...x^  sont  des  quantités  quelconques,  z^,  z.^, .  . .  z„  des  fonctions  algé- 
briques de  ces  quantités,  et  v  une  fonction  algébrique-logarithmique  des  mêmes 
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quantités,      n  est  un   nombre   déterminé   in(lé|ienilunt   de  /(.      Si   j)ar  exemple  <f 
est  une  fonction  elliptique,  on  a,  comme  on  sait,  /?=1.     Si   la   foncticni   n'est 
pas   elliptique,  on  n'en  connaît  jusqu'à    présent  aucune  propriété.      Comme  un 
des  cas  les  plus  remarquables  je  vais  rapporter  le  suivant: 
En  désignant  la  fonction 

(a  +  ^) .  dx 


S. 


par  ifx,   on  a 

i)        ^>{x,)  +  '/(•*•.)  +  v(-^-s)  =  f^  —  (T(i/i)  +  y(/A)), 

où  .r  ,  .r  ,  .Tj,  sont  trois  quantités  variables  indépendantes,  C  une   constante  et 
^j,  y^  les  deux  racines  de   l'équation 

■^            V        2c  — «5                 '            ^           sy^    1        2c2— a. 
Les  quantités  f,  Cj,  c^  sont  déterminées  par  les  trois  équations  linéaires: 
c  +  c^X^  +  c,^x\  +  o:^  =  ]/(«  +  «,.*•,  +  «.■<  +  «3-^1  +  •  •  •  +  «0^:) 
,.  +  c^;^^^  _|_  c^xl  +  <  =  Y  {a  +  «^.r^  +  «,a;^  + +  ««O 

c  +  c^x^  +  f.^.r^-  +  ^^  =  ]/(«  +  «,^3  +  «.-^1  +  -^ +  «Ta^D- 

Toute  la  tbéorie  de  la  fonction  ^  est  comprise  dans  l'équation  (l),  car  la  pro- 
priété exprimée   par  cette  équation  suffit,  comme  on    peut  démontrer,  pour  la 
détermination  complète  de  cette  fonction- 
Paris  le  9  aotU  1820.  « 

3. 

J'ai  trouvé  la  somme  de  la  série  suivante 

^     l  +  «    '  ^      1+rt-*     '  '^     1  +  rt*     ' 

OÙ  a  et  (/)  sont  des  quantités  réelles  quelconques.      Elle  peut  s'exprimer  par  des 
fonctions  elliptiiiues. 

Christiania,  le  15  novembre  1827. 


Théorèmes   sur   les    éqiiaf ions. 

A.  Soient  x^,x^,...x„  des  quantités  inconnues  quelconques  et  (^{x^,  x^...x„) 
une  fonction  entière  de  ces  quantités  du  degré  m,  m  étant  un  nombre  premier 
quelconque;  si  l'on  suppose  entre  x^,  x^, . .  .  x„  les  n  équations  suivantes: 


7K,    .J-2,  .  .  .A„)  =  0, 
(f{X^,    X^,...X.„    .r,)r=0, 

<fp\,   -^4'  •  •  ■•'■'o  -i',.    r.^)  =  0, 

(f{.r,„  a\,  .r.^,  .  .  .  x„_^)  =  0, 
ou  en  pourra  ^énéi-alemciit  éliniiaer  ?^  —  1   quautités,  et  une  quelconque  x  sera 
déterminée  à  l'aide  d'une  équation  du   degré   m".     Il   est  clair   que   le  premier 
membre  de  cette  équation  sera  divisible  par  la  fonction  (p{x,  x,  x, . .  .  x)  qui  est 
du  degré  «/.      On  aura  donc  luu!  équation  en  x  du  degré  m"  —  ?«. 

^    ,  ...  .  .  1  .  Il  tii"  —  fn    . 

Cela  pose,  je  dis  que  cette  équation  sera  deconiposable  en etpia- 


tions,  chacune  du  degré  w,  et  dont  les  coefliciens  sont  déterminés  à  l'aide  d'une 
équation  du  degré    "'  ~"'  .    En  supposant  connues  les  racines  de  cette  équa- 

tion,  les  équations  du  degré  n  seront  résolubles  <tly(''hriqiiemeiit. 

Par  exemple  si  l'on  suppose  it  =  2,  m  =  3,  on  aura  une  équation  eu  x 
du  degré  3'  —  3  ^  6.  Cette  équation  du  sixième  degré  sera  résoluble  algé- 
bri([uement,  car  en  vertu  du  théorème,  on  pourra  la  décomposer  en  trois  équa- 
tions du  second  degré.  Pareillement  si  Ion  cherche  les  valeurs  inégales  de 
Xj,  x^,  .Tj  propres  à  satisfaire  aux  équations 

«  +  ôj-,  +  cx,^  a  +  bx.,  +  ex.?  a  +  bx„  +  cx^ 

on  aura  pour  déterminer  x^,  x.^,  x^  une  équation  du  sixième  degré,  mais  elle 
sera  deconiposable  en  deux  équations  du  troisième  degré,  les  coefficiens  de 
ces  équations  étant  déterminés  par  une  équation  du  second  degré. 

B.  Si  trois  racines  d'une  équation  quelcouqiie  irréductible  dont  le  degré 
est  un  nombre  premier,  sont  liées  entre  elles  de  sorte  que  l'une  de  ces  racines 
peut  être  exprimée  rationnellement  j)ar  les  deux  autres,  l'équation  en  question 
sera  toujours  résoluble  à  laide  de  radicaux. 

C.  Si  deux  racines  d'une  équation  irréductible  dont  le  degré  est  un  nom- 
bre premier,  ont  entre  elles  un  rapport  tel  qu'on  peut  exprimer  une  des  deux 
racines  rationnellement  par  l'autre,  cette  équation  sera  toujours  résoluble  à 
laide  de  radicaux. 

Christiania,  le  18  octobre  1828. 


XXIV. 

Lettre  de  l'auteur  à  Mr.    Legevdre. 


ijMonsieur.  La  lettre  que  Vous  avez  bieu  voulu  m'adresser  en  date  du  2j  oc- 
tobre m'a  causé  la  plus  vive  joie.  Je  compte  parmi  les  momens  les  plus 
heureux  de  ma  vie  celui  où  j'ai  vu  mes  essais  mériter  l'attention  de  l'un  des 
plus  grands  géomètres  de  notre  siècle.  Cela  a  porté  au  plus  haut  degré  mon 
zèle  pour  mes  études.  Je  les  continuerai  avec  ardeur,  mais  si  je  serai  assez 
heureux  pour  faire  quelques  découvertes,  je  les  attribuerai  à  Vous  plutôt  qu'à 
moi,  car  certainement  je  n'aurais  rien  fait  sans  avoir  été  guidé  par  Vos  lumières. 

J'accepte  avec  reconnaissance  l'exemplaire  de  Votre  traité  des  fonctions 
elliptiques  que  Vous  voulez  bien  ni'oiîrir. 

Je  m'empresserai  de  Vous  donner  les  éclaircissements  que  Vous  m'avez 

fait  l'honneur  de  me  demander.     Lorsque   je   dis  que  le  nombre   de  tranforma- 

tions  différentes  correspondantes  à  un  nombre  premier  n  est  6(h  +  1),  j'entends 

par  cela  qu'on  ])eut  trouver  Q{ti  -f-  1)  valeurs  différentes  pour  le  module  <•',  en 

supposant  l'équation  différentielle 

dy  dx 

t/[(i-3/^)(i-c'-V)]  ~''  A/Ki-^-^Xi-t^^^'^)] 
et  en  mettant  pour  y  une  fonction  rationnelle   de  la  forme  : 

J„  +  .^,x  4-  A.^x"^  +  .  .  .  +.A„i:^ 

C'est  ce  qui  a  en  effet  lieu;  mais-  parmi   les  valeurs  de  c'  il  y   eu  aura  n  -\-  1 

qui  répondent  à  la  forme  suivante  de  y. 

A^x-^  A^x'^  +  A^x^  +  . . .  +  J,x" 

y  1  +  B.^x"^  +  B^x*  +  ...  +  5,,-iJr"-^ 

Ce  sont  ces  ?/  -f  1    modules  dont  parle  M.  Jacobi.     Us   sont  en   effet  racines 

d'une   même   équation  du   degré  n-\-l.     Ces    n -\- \   valeurs   étant    supposées 

connues,  il  est  facile  d'avoir  les  5{n-\-  1)  autres. 
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En  effet,  en  désignant  par  c'  un  quelconque  des  modules,  on  aura  encore 
ceux-ci  : 

c'   '     Vl+V'c'/'      VI  — v/c/'      Vl+^z  —  c'/'      Vl  — v/— c'/' 
auxquelles  répondent  les  valeurs  suivantes  de  y: 

^'    1— /c'  ■  l+?^Vc'  '    l  +  /c'  ■  l^ly'^/c'  '    1— v/— c'  ■  IZp^'^/— c'   ' 
1— V' — ç'       1  +y'\/—c' 

ce  qui  est  facile  à   vérifier,    en  faisant  la  substitution   dans   l'équation   différen- 
tielle. 

Toutes  les  6(«  -f-  1)  valeuis  du  module  c'  sont  différentes  entre  elles, 
exepté  pour  quelques  valeurs  particulières  de  c.  Dans  ce  qui  précède,  n  est 
supposé  impair  et  plus  grand  que  l'unité.  Si  tt  est  égal  à  deux,  c'  aura  encore 
6(w  +  1)  =  18  valeurs  différentes.  De  ces  18  valeurs  il  y  aura  six,  qui  ré- 
pondent à  une  valeur  de  y  de  la  forme: 

a  H-  ôx^ 

•^         a'  +  b'j:'^ 
ils  sont  : 

g,  ^  1±JL         l  +  t/(l-c^)  c+t/(c^-l) 

1+c'       l  +  ^(l-fi)   '      c+v(c2  — ])■ 

Il  y  en  aura  quatre  qui  répondent  à  une  valeur  de  y  de  la  forme  y  = y — , 

savoir  : 

Enfin  pour  les  huit  autres  modules,  y  aura  la  forme: 

-1  +  Bx  +  Cs^ 
A—Bx+  Cx2  ■ 
Ces  huit  modules  seront 

,.,  ^  /i  +  '-±t/(2v/+c)y 

Vl+cip  v^(2/+c)/  ■ 

J'ai  donné  des  développements  plus  étendus  sur  cet  objet  dans  un  mémoire 
imprimé  dans  le  cahier  4.  tome  III.  du  journal  de  Mr.  Crelle").  Peut-être 
vous  en  aurez  déjà  connaissance. 

Les  fonctions  elliptiques  jouissent  d'une  certaine  propriété  bien  remar- 
quable et  que  je  crois  nouvelle.     Savoir  si  l'on  fait  pour  abréger: 


*)  Le  mémoire  XVII*""*  Tome  I  de  cette  e'dition. 
Tome  second.  33 
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x'^-dx 


on  aura  toujours: 

°o(-^i)  +  ^0(^2)  +  •  •  •  +  C5o(*V)  =*-'+/'' 
où  //  est  uue  quantité  ali^ébrique,  et 

„(..)  +  «(..,)  +  . . .  +  /7(.v)  =  C-  ^    '««(f^^)  • 
si  l'on  suppose  les  varial)les  x^,  x^,  .  .  .  x^^   liées  entre  elles  de  la   manière    à 
satisfaire  à  une  équation  de  la  forme: 

(^fa;f-(cfx)\{l-x'){l-e\z-)  =  A.ix''-xl){x^-xl)...ix^-xiy, 
fx  et  q)X  étant  deux  fonctions  entières   quelconques  de  l'indéterminée  x,  mais 
dont  l'une  est  paire  l'autre  impaire.     Celte  propriété  me  parait  d'autant  plus 
remarquable  qu'elle  appartiendra  à  toute  fonction  transcendente 


/ax 
,  en  supposant  (Aa)^    fonction    entière   quelconque   de 
(1 


dx 

x"^.  J'en  ai  donné  la  démonstration  dans  un  petit  mémoire  inséré  dans  le  ca- 
hier 4.  du  tome  111.  du  journal  de  Mr.  Crelle'%  Vous  verrez  que  rien  n'est 
plus  simple  que  d'établir  cette  propriété  générîile.  Elle  m'a  été  fort  utile  dans 
mes  recherches  sur  les  fonctions  elliptiques.  En  effet  j'ai  fondé  sur  elle  toute 
la  théorie  de  ces  fonctions.  Les  circonstances  ne  me  permettent  point  de 
publier  un  ouvrage  de  quelque  étendue  que  j'ai  composé  depuis  peu,  car  ici  je 
ne  trouverai  personne  qui  fera  l'imprimer  à  ses  Irais.  C'est  pourquoi  j'en  ai 
fait  un  extrait,  qui  paraîtra  dans  le  journal  de  Mr.  Crelle"").  La  premièie  par- 
tie, dans  laquelle  j'ai  considéré  les  fonctions  elliptiques  en  général,  doit  paraître 
dans  le  cahier  prochain.  11  me  serait  infiniment  intéressant  de  savoir  votre  ju- 
gement sur  ma  méthode.  Je  me  suis  surtout  attaché  à  donner  de  la  généralité 
à  mes  recherches.  Je  ne  sais  si  j'ai  pu  y  réussir.  La  seconde  partie  qui 
suivra  incessament  la  première,  traitera  principalement  les  fonctions  avec  des 
modules  réels  et  moindres  que  l'unité.     Cest  surtout  la  fonction  inverse  de  la 


♦)  Le  mémoire  XV^"*  Tome  I  de  cette  e'dition. 
»♦)  Le  mémoire  XXP""*  T.  1  «1.  c.  éd. 


première  espèce  qui  est  l'objet  de  mes  reclierclies  dans  cette  seconde  partie. 
Cette  fonction,  dont  j'ai  démontré  quelques  unes  des  propriétés  les  plus  simples 
dans  mes  recherches  sur  les  l'onctions  elliptiques,  est  généralement  d'un  usage 
infini  dans  cette  théorie.  Elle  facilite  à  un  degré  inespéré  la  théorie  de  la 
transformation.  Un  premier  essai  sur  cet  objet  est  contenu  dans  le  mémoire 
inséré  dans  le  No.  15N.  du  journal  de  Mr.  Schiimnvht'r%  mais  actuellement 
je  puis  rendre  cette  théorie  beaucoup  plus  simple. 

La  théorie   des   fonctions   elliptiques  ma  conduil  à    considérer  deux  nou- 
velles fonctions  qui  jouissent  de  plusieurs  propriétés  remarqu;il»les.     Si  l'on  fait 

"J  dy 


ou  X  : 


s: 


A(.r)  sera  la   fonction   inverse   de  la   première  espèce.     J'ai    trouvé    qu'on   peut 
développer  cette  fonction  de  la  manière  suivante: 

,  /   ^ x  +  A^x"^  ■\-  A^x^  +  A^x''  +  . . . 


1  +  B^x*  +  «3  x«  +  «^.r»  +  .  .  .  ' 
OÙ  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  séries  toujours  convergentes 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  la  variable  x  et  du  module  c,  réelles  ou 
imaginaires.  Les  coefficiens  A^,  A^, . .  .  B^,  B^,  .  . .  sont  des  fonctions  entières 
de  c'-.     Si  l'on  fait 

(^x  =  .*•  +  ^i-r'  +  A^x^  +  .  .  . , 
fx  =  l+B,x*+B,x'-\-..., 
où  (px  et  f'x  sont  les  deux  fonctions  en  question,  elles  auront  la    propriété  ex- 
primée par  les  deux  équations: 

<f(x  -]-y).(f{x  —  y)  =  {(fx.  fyf  —  {cfy .  fxf  : 

n^  +  y).f{x-y)  =  {fx.fyf  -  c^icpx.<pyr, 
X  et  y  étant  des  quantités  quelconques.     On  pourra  représenter    ces  fonctions 
de  beaucoup  de  manières.     Par  exemple  on  a: 

(f(x  ^^=A.e"\smx.{l—2cos2x.q^+q*){l—2cos2x.q*-{-q^)(i—2cos2x.q^-{-q^'^)..., 
<f  Çr  -^)r=^'.e''''(e'— P-)  (1— />^e*')(l— ;>*.e-^)(l— ;>«.e'^)(l— ^*.e-«')..., 
f(x  ^^=B.e'"'\l  —  2coii2x.q-\-q-)(l  —  2cos2x.q^-\-q^)..., 
f(x  ~^=B'.e-''{l  _^,.p-2-)(l  —p.e^){l  —p\e-'^){i  —  pKe^')..., 


*)  Le  mémoire  XIII^""^  T.  I  d.  c.  éd. 
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•7C 


OU 


A,  A',  B,  B',  a,  a'  sont    des    quantités  indépendantes  de  .r,   y  =  e    "       , 


.^  __  ^   o  ^  .    iL  et  —  enfin  sont  fonctions  complètes  correspondantes  aux  mo- 
dules 6  =  K(1  -C")  et  c. 

Outre  les  fonctions  elliptiques  il  y  a  deux  autres  branches  de  l'analyse, 
dont  je  me  suis  beaucoup  occupé,  savoir  la  tliéorie  de  l'intégration  des  formu- 
les différentielles  algébriques  et  la  théorie  des  équations.  A  l'aide  d'une  mé- 
thode particulière  j'ai  trouvé  beaucoup  de  résultats  nouveaux,  qui  surtout  jou- 
issent d'une  très  grande  généralité.  Je  suis  parti  du  problème  suivant  de  la 
théorie  de  l'intégration: 

"Etant  proposé  un  noml>re  quelconque  d'intégrales  Jydx,Jij^dx,Jy^dx  etc , 
o»  y»  y\->  Z/"'  •  •  •  *^"*^  ^^'^  fonctions  algébriques  quelconques  de  x,  trouver  tou- 
tes les  relations  possibles  entre  elles  qui  pourront  s'exprimer  par  des  fonctions 
algébriques  et  logarithmiques." 

J'ai  trouvé  d'abord  qu'une  relation  quelconque  doit  avoir  la  forme  suivante  : 

Afydx+Ajy,dx-{-Ajy^dx+  . .  .  =//  +  />'.  \o»r^  +  B^\o^v^-\-  ..., 
où  A,  A,,   A^,...B^,   B^,...   etc.   sont  des   constantes,   et  m,  z\,  r\,  .  . .  des 
fonctions  algébriques  de  x.     Ce  théorème  facilite   extrêmement  la  solution  du 
problème;  mais  le  plus  important  est  le  suivant: 

"Si  une  intégrale  fydx,  où  y  est  lié  à  x  par  une  équation  algébrique 
quelconque,  peut  être  exprimée  d'une  manière  quelconque  explicitement  ou  im- 
plicitement à  l'aide  de  fonctions  algébriques  et  logarithmiques,  on  pourra  tou- 
jours supposer: 

fydx  =  u  -f  J,  log  i\  +  A^  log  Va  +  . .  .  +  ^m  log  ?',„, 
où  ^1,  A^,...  sont  des  constantes,  et  u,   i\,   i\,  . . .  r.»  des  fondions    ration- 
nelles de  X  et  yT 

P    fx    si  « —     ''      où  7*   et  /2    sont  des    fonctions    rationnelles,   on   aura 

dans  tous  les  cas  oùj^-^  est  intégrable: 

nii  n    n      n  fi      o     . . .  sout  dcs  fouctious  rationnelles  de  x. 

tlU    p,    //j,     //jj    •   •   •   '715      72  3   • 

J'ai  réduit  de  cette  manière    au  plus    petit  nom!)re  possible   les  fonctions 
transcendantes  contenues  dans  l'expression: 
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/rd 


rdx 

9 

où  R  est  une    fonction  entière,  et  r  une  fonction   rationnelle.     J'ai    découvert 
«le  même   des  propriétés  s^énérales  de  ces  fonctions.     Savoir: 

Soient  /;<,,  p^,  p„,  . .  ./*„_!  des  fonctions  entières  quelcontjues  dune  quan- 
tité indéterminée  .r,  et  regardons  les  coefficiens  des  puissances  de  x  dans  ces 
fonctions  comme  des  variables.  Soient  de  même  «*',  «*,  lî^,  .  .  .  «"■-'  les  racines 
de  l'équation  «"' =  1,  m  étant  premier  ou  non,  et  faisons: 

J_  —  w-i 

.Vfc  =  p^^  -(-  a'-p^R"'  -f  c'^'-fK^R"'  _j_  .  .  .  _j_  «("-»)*ft  •»  . 

Cela  posé,  en  formant  le  produit: 

Sq.S^.S.^  ,  ,  ,  S^^ I  r  , 

F  sera  comme  vous  voyez  une   fonction   entière  de  .r.     Maintenant  si   Ion  dé- 
signe par  .i\,  .fj, .  .  .  .r^  les  racines  de  léquatiou  V=0,  la  fonction  transcen 
dante 


V(a.-): 


/; 


5 
n 

(x  —a)R^ 
OU  — <  1,  et  a  une  quantité  quelconque,  aura  la  propriété  suivante: 

u(.r,)  +  .'•(.r^)  +  .  .  .  +  ?(^(.) 
=  C+  -L  (log(*'„)  4-  a"  log(*',)  +  «-'■log(*'„)  +  .  .  .  -f  «""-'>' log(*',„_,)), 

C  étant  une  constante,  et 

les  valeurs,  que  prendront  respectivement  les  fonctions 

en  écrivant  simplement  a  au  lieu  de  a^. 

Rien  n'est  plus  facile  que  la  démonstration  de  ce  théorème.  Je  le  ilon- 
nerai  dans  un  de  mes  mémoires  prochains  dans  le  journal  de  Mr.  Crelle.  \]n 
corollaire  hien  remarquable  du  théorème  précédent  est  le  suivant. 

Si   l'on  fait  xs{x)  =    /  _1_^  ^  où  ?•  est  une  fonction  quelconque  entièi'e  de 
J      R^ 
X,  dont  le  degré  est  moindre  que  —  .v —  1,  où  v  est  le  degré  de  R,  la  fonc- 
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tion  is{x)  est  (elle  que 

0(0;,)  +  ts(.r^)  +  . .  .  +  C3(.r^)  =  coust. 
Si  par  exemple  m  =2,  n=zî,  j/  =  4,  on  aura  7-  =  1,  donc 

/'dx 
—  et  ra(:rj  +  m{x^)  +  . .  .  +  a(.xv)  =  C. 

C'est  le  cas  des  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce. 

Les  belles  applications  que  vous  avez  donné  des  fonctions  elliptiques  à 
l'intégration  des  formules  différentielles,  m'ont  engagé  à  considérer  un  problème 
très  général  à  cet  égard,  savoir: 

Exprimer,  s'il  est  possible,  une  intégrale  de  la  forme  fydx,  où  y  est  une 
fonction  algébrique  quelconque  pai-  des  fonctions  algébriques,  logaritlimiques  et 
elliptiques  de  la  manière  suivante: 

fydx  —  fonct.  algéb.  de  {x,  log  v^ ,  log  v^,  log  v^,...  n^{z^),  n^{z^),  n^iz^),  .  .  .), 
î'i,  Vj,  v^, . . .  z^,  z^,  ^3, .  . .  étant  des  fonctions  algébriques  de  x  les  plus  gé- 
nérales possibles,  et  /7^,  /Zj,  7/3  etc.  désignant  des  fonctions  elliptiques  quel- 
conques en  nombre  fini.  J'ai  fait  le  premier  pas  vers  la  solution  de  ce  pro- 
blème, en  démontrant  le  théorème  suivant: 

"S'il  est  possible  d'exprimer  y^</.r  comme  on  vient  de  le  dire,  on  pourra 
toujours  donner  à  son  expression  la  forme  suivante: 

fydx=t+J,\ost,-^A,lost,-\-...-\-B,n^iy,)  +  B,n,{y,)-\-B,n,{y,)-\-..., 
où  t,  ?j,  t^,  ■  ■  .yi,  y^,  y,, . . .  sont  toutes  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  y; 
mais  en   conservant  à  la  fonction  y  toute  sa  généralité,  j'ai   été  arrêté    là  par 
des  difficultés  qui  surpassent  mes  forces  et  que  je  ne  vaincrai  jamais.     Je  me 
suis  donc  contenté  de  quelques  cas  particuliers,  surtout  de  celui  où  y  est  de  là 

forme  -         ,  r  et  R  étant  deux  fonctions  rationnelles  quelconques  de  x.      Cela 

est    déjà  très    général.      J'ai    reconnu    qu'on  pourra   mettre    l'intégrale   l-^-^- 
SOUS  cette  forme: 

•  •  •  +  B,n,{y,)+B,n.j,y.,)Jrn,n,{y,)+ . . . 

où  toutes  les  quantités  y^,  y.^,  y^,  . .  .  p,  p\  p'\  .  . .  sont    des  fonctions   ration- 
nelles de  la  variable  a:." 

J'ai  démontré  ce  théorème  dans  le  mémoire  sur  les  fonctions  elliptiques 
qui  va  être  imprimé  dans  le  journal  de  Mr.  Crelle*).      11  m'a  été   extrêmement 

*)  Le  dernier  mémoire  du  tome  1  d.  c.  éd. 
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utile  pour  donner  la  i>;<^nérali(é  la  plus  granile  possible  à  In  théorie  de  la  trans- 
tormation.  Savoir,  j'ai  no»  seulement  eoniparé  entre  elles  deux  fonctions,  mais 
uu  nombre  quelconque  d(;  fonctions.  Je  suis  conduit  à  ce  résultat  remar- 
quable : 

Si  l'on  a  entre  un  nombre  quelconque  de  fonctions   elli[)tiques    des    trois 
espèces  avec  les  modules  c,  r',  r",  c'", . . .  une  relation  ({uelconque   de  la  forme  : 

J/7(.r)  +  A'n,(x,)  +  AHUx.,)  +  A-n,{x,)  +  . . .  +  A("Hl.,{x„)  =  v, 
où  oTj,  .r^,  x^, .  .  .  .r„  sont  des  variables  liées  entre  elles  par    un    nombre  quel- 
conque d'équation  algébriques,  et  v  une  expression  al<!,ébrique  et  loi>arithniique: 
les  modules  c',  c",  c'",...  doivent  être  tels  qu'on  puisse  satisfaire  aux  équations: 

dx  ,  dx'  ,,  dx" 

a"  — =- TT- — —^etc. 


V/[(l— X2)(l— c2j:2)]  4/  [(I— X"i)(l— c'2j.-'2)]  j/[(l_j;»2)(l_c*2j;*'i)] 

en  mettant  pour  x',  x",  x'", .  . .  des  fonctions  rationnelles  de  x;  a',  a", .  •  .  étant 
des  constantes.  Ce  théorème  réduit  la  théorie  générale  des  fonction  elliptiques 
à  celle   de  la  transformation  d'une  fonction  en  une  antre. 

Ne  soyez  pas  fâché,  Monsieur,  qm*  jai  osé  vous  présenter  encore  une 
fois  quelques  unes  de  mes  découvertes.  Si  vous  me  permettrez  de  vous  écrire, 
je  désirerais  bien  de  vous  communiquer  un  bon  nombre  d'autres,  tant  sur  les 
fonctions  elliptiques  et  les  fonctions  plus  générales,  (pie  sur  la  théorie  des  équa- 
tions algébriques.  J'ai  été  assez  heureux  de  trouver  une  règle  sûre  à  l'aide 
de  laquelle  on  pourra  reconnaître  si  une  équation  quelconque;  proposée  est  réso- 
luble a  l'aide  de  radicuKX  ou  non.  Un  corollaire  de  ma  théorie  fait  voir  que 
généralement  il  est  impossible  de  résoudre  les  équations  supérieures  au  qua- 
trième degré. 


'a' 


Agréez  etc. 


"o 


Christiania,  le  25  novembre  1828. 


XXV. 

Extraits  de  quelques  lettres  de  l'auteur  à  l'éditeur. 


Copenhague  le  24  juin  1823  *). 

tP  ai  clierché  à  démontrer  l'impossibilité  de  l'équation 

a"  =  6»  -f-  f " 
en  nombres  entiers,  lorsque  vi  est  plus   grand  que   2,  mais  je  ne  suis    parvenu 
qu'aux  théorèmes  suivants,  qui  sont  assez-curieux. 

T h  é  or  è  m  e    I. 
L'écpiation  o"  =  b"  -\-  c",  où  n  est  un  nombre    premier,    est   impossible, 

m  m 

lorsqu'une   ou   plusieurs  des  quantités  a,  b,  c,  n  -\-  b,  a  -\-  r,  b  —  c,  ]/«,  Yb, 

m 

Y^c  sont  des  nombres  premiers. 

T  h  é  or  è  m  e    11. 

Si  on  a  «"  =  b"  +  <•", 

chacune  des  quantités  a,  b,  c  sera  toujours  résoluble  en  deux  facteurs,  premi- 
ers entre  eux,  de  manière  qu'en  posant  a  =  u.a',  b  =  ii.b',  r  =  y.r',  l'un  des 

S  cas  suivants  aura  lieu  : 

■  «'n  +  ô'^+c'"  ,  «'"  +  6'"  —  c'"  a'"  +  c'"  —  b'" 

1.         «= -,         b^ ,       C: 


2  '  2 

2.      a  = ,b= — ,r= ^ 

3.  rt  =  ;r ,     6  = 


2  '  2  '  2 

^  «''-i.(«'"+A'")+f'"      , w''-i(a'«+ô'")— c'"       «"-'(«'"— 6'")+c''' 

*•       « —  2  ~'      —  2  '^ 2 

«'"+«"-' (6'"+c'")      , a'"+H''-i(6'" — C")        fl'" — «"-'(6'" — c'") 

;>.      a  — ^ — __,&_.  ^^  ,r —  - 


*)     En  1823  notre  auteur  passa  quelques  mois  à  Copenhague. 
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Théorème    III. 
Pour  que  l'équation  o"  z=b"  -{-  r"  soit  possible,  il  faut  que  a  ait   une  des 
trois  formes  suivantes: 


1 

X"+y  +  in 

2 

o 

s"+y"  +«"-•  .s" 

"                       2 

."» 

j.n  +  „n-l(^n  + -n) 

2 

ou  X,  1/  et  z  uout  pas  de  facteurs  conmmns. 

Théo  r  i'  m  e     I  V. 
La  (juanfite  a  ne  peut  pas  être  moindre  (pie  ^ ,  et   la  plus  petite 

des  quantités  a,  b,  c  ne  peut  pas  être  moindre  que .       Si     par    ex- 
emple n  =  7,  la  plus  petite   valeur  de  c  est 

9^—6^  +  4'  4782969  — -78125  H- 16384 


2  2 

c'est-à-dire  c  =  2360614, 

et  dans  ce  cas  h  =.  2422355, 

«  =  2438739: 
mais  ces  valeurs  ne  satisfont  pas  à  l'équation. 


Berlin  le  16  janvier  1H26. 

Depuis  mon  arrivée  à  Berlin  je  me  suis  aussi  occupé  de  la  solution  du 
problème  général  suivant:  Troiirer  toutes  les  éqnal'mns  qui  sont  résolubles  algé- 
briquement. Je  ne  l'ai  pas  encore  achevé,  mais  autant  que  j'en  puis  juger,  il 
réussira.  Tant  que  le  degré  de  l'équation  est  un  nombre  premier,  la  difficulté 
n'est  pas  si  grande,  mais  lorsque  ce  nombre  est  composé,  le  dialjle  s'y  mêle. 
J'ai  fait  application  aux  équations  du  cinquième  degré,  et  je  suis  heureusement 
parvenu  à  résoudre  le  problème  dans  ce  cas.  J'ai  trouvé  un  grand  nombre 
déquations  résolubles,  outre  celles  qui  sont  connues  jiisquà  présent.  Lorsque 
jaurai  terminé  le -mémoire  ainsi  que  je  l'espère,  je  me  flatte  qu'il  seia  bon. 
Il  sera  général,  et  on  y  trouvera  de  la  méthode,  ce  qui  me  semble  le  plus 
essentiel. 

Tome  second.  O-i: 
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Un  autre  problème  qui  m'occupe  beaucoup,  c'est  la  sommation  de  la  série 
ces  m.r  -\-  m .  (•os(w  —  2).r  +  -^"'~^^  •  cos(m  —  4)jr  +  . .  . 
Lorsque  m  est  un  nombre'  entier  positif,  la  somme  de  cette  série  est,  comme 
on  sait,  (2  cos  .r)",  mais  lorsque  m  n'est  pas  un  nombre  entier,  cela  n'a  plus 
lieu,  à  moins  que  .r  ne  soit  moindre  que  ^^  .  Il  n'y  a  pas  de  problrnie  qui 
ait  plus  occupé  les  matliématicieus,  dans  les  derniers  temps,  que  celui-là.  Po- 
isson Poiusot,  Plana,  Crelle  et  un  immense  nombre  d'autres  ont  cherché  à  le 
résoudre,  et  Poinsot  est  le  premier  qui  ait  trouvé  une  somme  juste,  mais  son 
raisonnement  n'est  point  rigoureux,  et  personne  n'en  est  encore  venu  à  bout. 
J'ai  été  assez  heureux  |)0ur  le  démontrer  rigoureusement. 

J'ai  trouve 

cos  mx  +  7«.cos(?«  —  2).r  -J-  .  .  .  =  (2  +  2  cos  2.r)^cos  mkn 

m 

sin  mx  +  m .  sin(w  —  2).r  +  . . .  =  (2  +  2  sin  2.r)^  sin  >hâ-,t. 
m  est  une  (piantité  comprise  entre  les  limites  —  1  et  -|-  oo.  A"  est  un  entier, 
et  X  une  quantité  comprise  entre  les  limites  (k  —  ^.t  et  {h  -\-  \)ji.  Lorsque 
m  est  compris  entre  —  1  et  — oo,  les  deux  séries  sont  divergentes,  et  par 
conséquent  elles  n'ont  pas  de  somme.  Les  séries  divergentes  sont  en  général 
quelque  chose  de  bien  fatal,  et  c'est  une  honte  qu'on  se  soit  avisé  d'y  fonder 
aucune  démonstration.  On  peut  démontrer  tout  ce  qu'on  veut  en  les  employ- 
ant, et  ce  sont  elles  qui  ont  fait  tant  de  malheurs  et  qui  ont  enfanté  tant  de 
paradoxes.     Peut-on  imaginer  rien  de  plus  horrible  que  de  débiter 

0  :=  1  —  2"  -f  3"  —  4"  +  etc. 
où  n  est  un  nombre  entier  positif?  Enfin  mes  yeux  se  sont  dessillés  dune 
manière  frappante,  car  à  l'exception  des  cas  les  i)lus  simples,  par  exemple  les 
séries  "-éométriques,  il  ne  se  trouve  dans  les  mathématiques  presque  aucune  sé- 
rie infinie  dont  la  sonune  est  déterminée  d'une  manière  rigoureuse,  c'est-à-dire, 
la  partie  la  plus  essentielle  des  mathématiques  est  sans  fondement.  Pour  la 
plus  grande  partie  les  résultats  sont  justes,  il  est  vrai,  mais  c'est  là  une  chose 
bien  étrano-e.  Je  m'occupe  à  en  chercher  la  raison,  problème  très  intéressant. 
Je  ne  crois  que  tu  pourras  me  proposer  qu'un  très  petit  nombre  de  problèmes  ou 
de  théorèmes  contenant  des  séries  infinies,  à  la  déntonstration  desquels  je  ne 
pourrais  faire  des  objections  bien  fondées.     Fais  cela,  et  je  te  répondrai.     Pas 
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même  la  formule  biuôme  n'est  eucore  rigoureusement  démontrée,  .l'ai  trouvé 
qu'on  a 

pour  toutes  les  valeurs  de  ?«,  lorsque  x  est  moindre  que  l'unité.  Lorsque  x  est 
égal  à-f-  1,  l:i  même  formule  a  lieu,  mais  seulement  si  m  est  plus  grand  que 
—  1,  et  lorsque  .r  est  égal  à  — 1,  la  formule  n'a  lieu  que  pour  des  valeurs 
positives  de  m.  Pour  toutes  les  autres  valeurs  de  a:  et  de  m,  la  série  l-\-mx 
-f-  etc.  est  divergente.  Le  théorème  de  Tai/lor,  hase  de  tout  le  calcul  infinité 
simal,  n'est  pas  mieux  fondé.  Je  n'en  ai  trouvé  qu'une  seule  démonstration 
rigoureuse,  et  celle-ci  est  de  Mr.  Cauchy  dans  son  Résinné  des  leçoux  sur  le 
calcul  infinitésimal,  où  il  a  démontré  qu'on  aura 

7  (•'•  +  '0  =  v-^'  +  «  •  '/'•*•  +  -Y  •  ^f"-^  +  •  •  • 

tant  que  la  série  est  convergente;  mais  on  l'emploie  à  l'ordinaire  sans  façon 
dans  tous  les  cas.  Pour  montrer  par  uu  exemple  général  (sif  venia  verbo) 
comment  on  raisonne  mal,  et  combien  il  faut  être  sur  ses  gardes,  je  choisirai 
le  suivant.     Soit  . 

"o  +  «1  +  "z  +  «3  +  etc. 
une  série  infinie    quelconque,   tu    sais  qu'une   manière  très    ordinaire    pour   en 
trouver  la  somme  c'est  de  chercher  la  somme  de  celle-ci 

et  faire  ensuite  x  =  1  dans  le  résultat.  Cela  est  bien  juste,  mais  il  me  semble 
qu'on  ne  doit  pas  l'admettre  sans  démonstration  ;  car  quoiqu'on  ait  démontré  que 

ifx  =  r/„  -f  a,x  -\-  a.^x-'  +  .  .  . 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  sont  inférieures  à  l'unité,  il  ne  s'ensuit  pas 
que  la  même  chose  ait  lieu  pour  x  égal  à  1.  11  serait  bien  possible  que  la 
série  «<,  -|-  a^x  -f-  a^x"^  +  •  •  •  s'approchât  d'une  quantité  toute  différente  de 
''^o  +  ^i  +  '^2+  • --j  lorsque  x  s'approche  indéfiniment  de  l'unité.  C'est  ce  qui 
est  clair  dans  le  cas  général  où  la  série  est  dirergente;  car  alors  elle  n'a  pas 
de  somme.  J'ai  démontré  que  ce  procédé  est  juste  lorsque  la  série  est  conver- 
gente. L'exemple  suivant  montre  comment  on  peut  se  tromper.  On  peut  dé- 
montrer rigoureusement  qu'on  aura  pour  toutes  les  valeurs  de  x  inférieures  à  n 
^=  sin  X  —  ^  sin  2j?  -}-  i  sin  Sx  —  etc. 


X 
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li   semble    qu'on   en    pourrait  conclure    que  la   même   formule  aurait    lieu  pour 
ar  =  7r;  mais  cela  donnerait 

-'^-  =  sin  TT  —  ^  siu  2n:  +  ^  sin  3n  —  etc.  =  0, 

résultat  absurde.     On  peut  trouver  une  infinité  de  pareils  exemples. 

La  théorie  des  séries  infinies  en  général  est  jusquà  présent  très  mal  l'on- 
dée. On  applique  aux  séries  infinies  toutes  les  opérations,  comme  si  elles 
étaient  finies;  mais  cela  est-il  bien  permis?  je  crois  que  non.  Où  est  il  dé- 
montré qu'on  obtient  la  différentielle  d'une  série  infinie  en  en  prenant  la  diffé- 
rentielle de  chaque  terme?  Rien  n'est  plus  facile  que  de  donner  des  exemples 
où  cela  n'est  pas  juste;  par  exemple 

—  =z  sin  X  —  A  sin  2x  -^  \  sin  5x  —  etc. 

En  différentiant  on  obtient 

^  =  cos  .X-  —  cos  2x  -j-  cos  3.r  —  etc. 
résultat  tout  faux,  car  cette  série  est  divergente 

La  même  chose  a  lieu  par  rapport  à  la  multiplication  et  à  la  division  des 
séries  infinies.  J'ai  commencé  à  examiner  les  règles  les  plus  importantes  qui 
(à  présent)  sont  ordinairement  approuvées  à  cet  égard,  et  à  montrer  en  quels 
cas  elles  sont  justes  ou  non.      Cela  va  assez  bien  et  m'intéresse  infiniment. 


Paris  le  24  octobre  lfS26. 

Comme  il  me  tarde  d'avoir  de  tes  nouvelles!  tu  ne  saurais  t'en  faire  idée. 
Ainsi  donc  ne  va  pas  me  tromper  dans  mon  attente,  fais  moi  parvenir  quelques 
lignes  consolatrices  dans  j'isolement  où  je  me  trouve,  car,  à  te  dire  vrai,  cette 
capitale  la  plus  bruyante  du  continent  me  fait  pour  le  moment  l'effet  d'un  désert. 
Je  ne  connais  presque  personne,  c'est  que  tout  le  monde  va  s'établir  à  la  cam- 
pagne, pendant  la  belle  saison;  ainsi  ce  monde  n'est  pas  visible.  Jusqu'à  pré- 
sent je  n'ai  fait  connaissance  qu'avec  Mrs.  Legendre,  Cauchy  et  Hachette,  et 
quelques  mathématiciens  moins  célèbres  quoique  fort  habiles,  Mr.  Sai(/ey  rédac- 
teur du  bulletin  des  sciences,  et  Mr.  LejenneDirichlet,  Prussien  qui  vint  me 
voir  l'autre  jour  me  croyant  son  compatriote.  Il  est  mathématicien  bien  sagace. 
Il  a  prouvé  avec  Mr.  Legendre  l'impossibilité  de  résoudre  eu  nombres  entiers 
l'équation  x^  -{-  t/*  =  î*  et  d'autres  choses  fort  intéressantes.  Mr.  Legendre 
est  un  homme  fort  complaisant  et  prévenant,  mais  malheureusement  fort  vieux. 
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Mr.  Cttuchy  est  celui  des  inatliéinaticiens  qui  sait  le  mieux  eomnient  les  niathé- 
matiques  pour  le  moment  doivent  être  traitées.  Il  y  a  des  choses  excellentes, 
mais  sa  manière  ntamiuc  de  clarté.  Je  ne  le  compris  presque  point  dabord, 
mais  à  présent  je  suis  en  train.  H  lait  publier  une  suite  de  mémoires  sous 
titre  exercices  de  mn/Zintia/iques.  Je  les  achète  et  je  les  lis  assidûment.  H  en 
vient  de  paraître  9  livraisons  à  partir  du  commencement  de  cette  année.  Mr. 
Cain-hji  est  presque  le  seul  qui  s'occupe  des  mathématiques  |Mires.  Mrs.  Pois- 
son, Foiu'ier,  Ampèi'e  etc.  etc.  s'occupent  presque  exclusivement  du  magnétisme 
et  d'autres  objets  physiques.  Mr.  Laplace  n'écrit  plus,  je  pense.  Son  dernier 
ouvrage  fut  un  supplément  de  sa  théorie  des  probabilités.  Je  l'ai  souvent  vu  à 
l'institut.  Il  est  de  moyenne  stature,  mais  frais  et  vigoureux.  Mr.  Lacroix  est 
fort  avancé  en  âge.  Lundi  ]iiochain  Mr.  Hachette  va  me  présenter  à  plusi- 
eurs de  ces  messieurs. 

Les  Français  sont  beauconj»  plus  réservés  avec  les  étrangers  que  les  Alle- 
mands. Il  est  fort  diflicile  de  gagner  leur  intimité,  et  je  n'ose  pousser  mes  pré- 
tentions jusque  là:  enfin  tout  commençant  a  bien  de  la  peine  à  se  faire  remarquer 
ici.  Je  viens  de  linir  un  grand  traité  sur  une  certaine  classe  de  fonctions  transcen- 
dantes pour  le  présentera  l'institut,  ce  qui  aura  lieu  lundi  prochain  ).  J'ose  dire 
sans  ostentation  que  c'est  un  traité  dont  on  sera  satisfait.  Je  suis  curieux  d'enten- 
dre l'opinion  de  l'institut  là-dessus.  Je  ne  manquerai  pas  de  t'en  faire  part.  J'en  ai 
écrit  plusieurs  autres  surtout  pour  le  journal  de  Mr.  Crelle,  dont  3  livraisons  ont 
paru.  Un  extrait  de  mon  mémoire  sur  l'impossibilité  de  la  résolution  des  équations 
algébriques  a  été  inséré  dans  le  bulletin  de  iMr.  Feriissac.  Je  Tai  écrit  moi-même, 
et  je  continuerai  d'écrire  de  semblables  articles  pour  ce  bulletin.  C'est  une 
tâche  bien  ennuyante  quand  on  n'a  pas  soi-même  écrit  le  traité,  mais  enfin,  c'est 
pour  Mr.  Crelle,  l'homme  le  plus  honnête  du  monde.  J'entietiens  avec  lui 
une  correspondance   soutenue  ").     Ce  qui  m'occupe  pour    le    moment   c'est   la 


*)  Voy.  T.  I.  p.  288. 

*)  Voici  un  passage  de  la  première  lettre  que  notre  auteur  m'adressa  de  Berlin:  "Je  vi- 
ens de  faire"  dit-iJ  "une  connaissance  pre'ciense,  celle  de  Mr.  Crelle.  Qu'il  est  ai- 
mable ce  monsieur.  Tu  ne  saurais  jamais  te  faire  idée  du  charme  de  sa  conversation, 
prévenant  sans  afficher  cette  politesse  hérisse'e  et  accablante  dont  bien  des  gens  hon- 
nêtes d'ailleurs  se  font  mérite.  Enfin  c'est  fhomme  qu'il  me  faut,  l'homme  sans 
façon;  j'en  use  avec  lui  comme  avec  toi  ou  d'autres  de  mes  plus  intimes  amis.  Il 
s'applique  aux  mathématiques  avec  beaucoup  d'assiduité,  ce  qui  Ini  fait  d'autant  plus 
d'honneur  qu'occupant  une  cliarge  publique  il  n'a  que  peu  de  loisir.      Depuis  quelques 
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théorie  des  équations  algébriques,  mon  thème  favori,  et  me  voilà  déjà  assez 
avancé  pour  trouver  le  moyen  de  résoudre  le  problème  général  que  voici  :  Dé- 
term'mer  la  forme  de  tontes  les  équations  algébriques  qui  sont  résolubles  algé- 
briquement. Jeu  ai  trouvé  un  grand  nombre  du  5'"*^  B""*  et  7"'"  degré  qu'on 
n'a  pas  flairé  jusqu'à  présent.  J'ai  en  même  temps  la  solution  la  plus  directe 
des  équations  des  4  premiers  degrés,  avec  la  preuve  la  plus  évidente  pourquoi 
celles-ci  sont  les  seules  résolubles  et  non  pas  les  autres.  Quant  à  l'équation 
du  5°"  degré  j'ai  trouvé  que  quand  une  telle  équation  est  résoluble  algébrique- 
ment, il  faut  que  la  racine  ait  la  forme  suivante: 

x=z  A-\-  pR  +  YH'  +  l^H"  +  yii", 
où  R,  R',  R",  R"  sont  les  4  racines  d'une  équation  du  4°"'  degré  et  qui  sont 
exprimables  par  des  racines  carrées  seules.  Pour  les  expressions  et  les  sig- 
nes ce  problème  m'a  présenté  bien  des  difficultés.  Du  reste,  la  théorie  des 
quantités  imaginaires,  qui  laisse  beaucoup  à  désirer,  le  calcul  intégral,  et  surtout 
la  théorie  des  séries  infinies,  qui  est  fort  mal  basée,  me  donnent  assez  de  be- 
sogne. Cependant  je  ne  puis  m'attendre  à  en  voir  un  résultat  satisfaisant  avant 
d'être  installé  chez  moi  à  mon  aise,  si  cela  se  réalise  jamais.  Je  regrette  d'a- 
voir fixé  deux  ans  pour  mes  voyages,  un  et  demi  en  aurait  suffisamment  rempli 
le  but.  Le  mal  du  pays  me  gagne  de  plus  en  plus,  et  d'ici  en  avant  mon 
séjour  ici  ou  partout  ailleurs  ne  m'ofl're  pas  tant  d'avantages  que  l'on  serait  porté 
à  croire.  Je  suis  maintenant  au  fait  de  tout  ce  que  les  mathématiques  pures 
offrent  de  plus  ou  de  moins  essentiel,  et  il  me  tarde  de  pouvoir  sacrifier  exclu- 
sivement mon  temps  à  rédiger  ce  que  j'ai  recuelli.  Il  me  reste  taut  de  choses 
à  réiiger,  mais  tant  que  je  serai  en  pays  étranger,  tout  cela  va  assez  mal.  Ah 
«nie  j'envie  le  sort  de  iMr.  Keilhau  par  rapport  à  sa  place  de  l'université.  Ma 
i-osition  n'est  pas  assurée,  il  est  vrai,  mais  je  ne  suis  pas  alarmé  non  plus;  si 
la  fortune  m'abandonne  d'une  part  elle  me  sourira  peut-être  de  l'autre. 


années  il  fait  piiblifi'  des  livres  de  matlie'iuatiqiies  que  je  trouve  èlre  très  bien  e'crits. 
J'eu  possède  un  grand  nombre,  dont  il  m"a  fait  cadeau,  savoir  une  traduction  des  oeuvres 
mathématiques  île  Lagrange  avec  des  notes  excellentes,  Théorie  der  analytischen  Fa- 
cultatcn  (Cet  ouvrage  se  trouve  à  la  bibliothèque  de  l'université  de  Christiania,  si  tu 
ne  l'as  pas  lu  il  faut  absolument  que  tu  le  fasse i  c'est  un  ouvrage  supérieur  à  ditfé- 
rents  égards  surtout  par  rapport  h  la  méthode.)  Lehrbuch  der  Arithraetik  und  Algebra, 
Lehrbuch  der  Géométrie  3  vol.     En  outre  j'ai  fait  l'acquisition  de  son  "Darstellung  der 
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l'aiis  le*)  ilecembio  1826. 
Tu  m'apprends  que  tu  as  In  les  deux  premiers  cahiers  du  journal  de  Mr. 
Crelle.  Les  mémoires  que  j'y  ai  fait  insérer,  à  l'exception  de  celui  des  équa- 
tions, ne  valent  pas  iirand'chose,  mais  cela  viendra,  je  (eu  assure.  J'espère 
que  tu  seras  satisfait  d'un  mémoire  sur  une  intéiirale  qui  se  trouve  dans  le 
troisième  cahier  );  mais  celui  qui  me  donne  la  plus  grande  satisfaction,  c'est 
un  mémoire  actuellement   sous   presse   pour  le  i"""  cahier  sur    la  simple  série 

f       I  I         tlUm  1)  .)      1  :      .,  „  ,.  5.1  .,  ., 

I  -\-  m.r-\-  — '-  x  -j-...     ).     J  ose  dire  que  cest  la  première  démonstration 

rigoureuse  de  la  formule  binôme  dans  tous  les  cas  possibles,  comme  aussi  d'un 
grand  nombre  d'autres  formules,  connues,  il  est  vrai,  mais  très  mal  basées. 
J'ai  écrit  un  grand  mémoire  sur  les  fonctions  elliptiques  qui  rc^nferme  des  cho- 
ses assez  curieuses  et  qui  ne  manquera  pas,  je  m'en  flatte,  de  fixer  l'attention 
du  monde  littéraire.  Entre  antres  choses  il  traite  de  la  division  de  l'arc  de 
la  lemniscate.  Ah,  qu'il  est  magnifique!  tu  verras.  Jai  trouvé  qu'avec  le  com- 
pas et  la  règle  on  peut  diviser  la  lemniscate  en  2"  -|-  1  parties  égales,  lois(|ue 
ce  nombre  2"  -j-  1  est  premier.  La  division  dépend  d'une  é((ua(ion  du  degré 
(2" -j-  1)'^  —  1;  mais  j'en  ai  trouvé  la  solution  complète  à  l'aide  des  racines 
carrées.  Cela  m'a  fait  pénétrer  en  même  temps  le  mystère  qui  a  enveloppé  la 
théorie  de  Mr.  Gnuss  sur  la  division  de  la  circonférence  du  cercle.  Je  vois 
clair  comme  le  jour,  comment  il  y  est  parvenu.  Voilà  des  fruits  de  mes  re- 
cherches dans  la  théorie  des  équations  algébriques.  Tu  ne  saurais  jamais  t'ima- 
giner  combien  j'y  ai  trouvé  de  théorèmes  magnifiques,  par  exemple  si  une 
équation  P  =  0,  dont  le  degré  est  /m;  fi  et  i'  étant  des  nombres  premiers  entre 
eux,  est  résoluble  par  des  radicaux,  ou  P  sera  déconij)osable  en  //  facteurs  du 
degré  r,  dont  les  coefficiens  dépendent  d'une  seule  équation  du  degré  //,  ou 
bien  en  v  facteurs  du  degré  //,  dont  les  coefficiens  dépendent  d'une  seule  équa- 
tion du  degré  i. 


Reclinuiis:  mit  veraiidei-liclieii  Griissen  ",  comme  je  vais  faire  i'aequisition    de  plusieurs 
autres  trailt's   qu'il  a  fait  i)ublier.      Tou^s   les^  lundis  je  passe  la  soirée    chez   Mr.   Crelle, 
et    chaque    vendredi    à  l'iu-ure    du    midi  nous    allons    à  la    promenade    ensemble  pen- 
dant   (|uelques    heures,    et    alors  nous    nous     lançons    dans    les     mathématiques    aussi 
rapidement  que  le  permet  mou  or^jane  encore  peu  tudesque." 
*)  Cette  lettre  est  sans  date. 
**)  Le  mémoire  VI  T.   I  de   cette  édition. 
♦♦»)Le  méra.  VII  T.  I  d.  c.  éd. 
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Berlin  le  4  mars  1H27. 
Il  y  a  un  mois  environ  que  je  t'ai  fait  parvenir  avec  IMr.  P.  le  5™*  cahier 
du  journal  de  Mr.  Crelle  et  un  peu  plus  de  la  moitié  du  4""^  qui  sort  de  la 
presse.  Que  penses-tu  de  mon  mémoire  qui  s'y  trouve  inséré*).  J'ai  taché 
d'être  tellement  rio;oureux  qu'il  sera  impossible  d'y  faire  aucune  objection  fondée. 
.  .  .  Dans  la  théorie  des  équations  je  me  suis  proposé  de  résoudre  le  problème 
suivant,  qui  renferme  tous  les  autres:  Trouver  toutes  les  équations  d'un  degré 
déterminé  qui  sont  résolubles  alffébriquement.  Cela  m'a  valu  une  foule  de 
théorèmes  bien  intéressants.  3Iais  voici  le  mémoire  qui  l'emporte  sur  tous  les 
autres:  Théorie  des  fonctions  transcendantes  en  général  et  celle  des  fonc- 
tions elliptiques  en  particulier;  mais  différons  de  t'en  faire  part  jusqu'à  mon 
retour.  Enfin  j'ai  fait  un  grand  nombre  de  découvertes  Encore  si  j'en  eusse 
rassemblé  les  parties  dipersées  qui  flottent  encore  eu  se  heurtant  dans  ma  tète, 
où  pour  la  plus  grande  partie  elles  restent  encore  enfermées.  Il  est  impossible 
de  penser  à  rien  avant  mon  retour.  [Mais  alors  mes  pensées  trotteront  comme 
une  haridelle  de  fiacre,  mais  avec  plaisir  s'entend.  Il  me  tard  maintenant  d'être 
installé  chez  moi,  comme  je  ne  vois  pas  de  grand  profit  à  prolonger  mon  sé- 
jour ici.  Chez  soi  on  se  fait  souvent  des  illusions  sur  l'étranger.  Ce  monde 
est  assez  fade  et  insipide  en  général:  mais  après  tout,  il  y  a  de  l'honnêteté  et 
de  la  bonhomie. 


*)  Le  mémoire  VII  d.  c.  e'd. 


NOTES  ET  DEVELOPPEMENTS 
DE   L'ÉDITEUR. 


Pag.  21.     A  our  l'expression  de  — —  ,  voyez  Lacroix  traite  du  cale.  diff. 

as 

et  du  cale.  int.  T.  lU  p.  69. 

Paff.  26.  cet  ^  +  cot  -?^  +  .  .  .  cot  i^ZlOlL  =  0 

a  a  a 

à  cause  de  cot  ^^  =  —  cot  i^ZI^On  . 

a  a 

On  a  en  général  (voy.  Lacroix  traité  du  cale.  diff.  etc.  T.  III  p.  89) 

X      ,     mx 
m  cos(wi+l).  —  .sm-^ 

^^  cos  kx  =  — ■ . 

,  *  X 

sm- 

Faisant  ici  m  =  a  —  1,  x=  — — ,  on  trouvera 

a 

27.  cos 


1 


•k 


a 


Pag.  27.  (sin  ^ .  sin  |^-  •  •  •  sin  i^_ll!îy  =  _^  (voy.  Zac;'oi:r  traité 
du  cale.  diff.  etc.  T.  III  p.  4o4). 

Pag.  28.  La  valeur  de  la  constante  C"  se  trouve  plus  aisément  en  fai- 
sant x  =  —  ;  car  on  ne  voit  pas  immédiatement  que  la  différence  des  deux  quan- 
tités infinies  L(n.O)  et  —  Z(0)  se  réduise  à  zéro. 

n 

Pag.  51.     Si  dans  la  formule  connue 
on  met  x"-''  au  lieu  de  x,  on  obtient 

Tome  second.  3a 
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Pag  55.     L'expression  de  l(J^,  «)  (ligne  10)  se  trouve  en  remarquant 

équation  qui  résulte  de  la  substitution  de  y  pour  y". 
Pag.  46.     Ayant  p  =  -^^  ^  «»  trouve 

dp  _  e»        ____! \ =  _» î , 

et  de  là 

De  même 

_rfV  _  _  i(/?±z!)_ = _  i^  _  ^^  =  »  4- 3/>'' -f  2/>^ 

donc  2/>'  =  -/>-3;>^+-g-;  or /-  =  —;,- -|- ; 

donc  en  substituant  en  réduisant 

et  ainsi  de  suite. 

Pag.  47.     On  trouvera  en  général 

d^"-p  __  r(2ffl  +  l)     ,    2,_  jN„.     f!^t''"*.dt.sinvt 

Pag.  48.     Il  faut  se  rappeler  que  ^o,»=  1- 

Pag.  49.     La  substitution  de  (f{2x)  pour  f/.(:r)  donne 

1     /^    X    ,    ^  /'A       fit            9(2j;+2V-1)-cd(2x-2</-1) 
^V(2^)=  C  +/cf (2^)./.r  -  ^<fi2.T)  +  ^fj-^^^r-^  ■ 2/-1  ' 

Or   ^(y(2a:)  =  0  et  f(f{x)dx  =  0  pour  x  =■.  ^  ;  donc 

/.,\       rf<  (p(g  +  2<v/-l)  — (p(g-2^v/-l) 

c=ya-2j^^,^ 27:zi 

En  substituant  cette  valeur  de  C  et  ayant  égard  à  la  formule 

/*"  (f{2x)(lx  =  \  f^  f^f^^^ 

on  trouvera  le  résultat  de  l'auteur. 
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Paq.  St.     On  trouvera  P  =  "^^  —  yyj_y_      Qr  d'après  l'hypothèse  fu 

ne  s'évanouit  pas,  lorsque  vy^O;  donc  Preste  finie  pour  cette  valeur  de  li'y. 

Pag.     S2.     Faisant 
2n{a  —  «i)  -j-  2«i(«  —  «„)...  -f-  27?„._,(rt  —  «„)  =  2v((  -{-  tv^n^  •  •  •  +  2»m«m, 
on  en  tire 

»■,  =  —  w 
r.  =  —  «, 


v„^  —  ?im-ij  donc  en  ajoutant 


Pag.  SS.  p='.  =  A^.  r^liÉf^. 

On  a  R  =  2J   (  ^''^        "  —    ^  ){x-ay-'; 


or 


,  ui.ffi'^^'^a  u.  ^    r(|JL  +  l  +  ^-)  t_i 


/^''^«     _        1  ^   r(a  +  t)  ^»_, 

r([jL  +  i)  ~~  r(:j.  +  i)  "f *     T{k)    •'^t^+*-*' 


On  tire  de  là 


R=2: 


Tirir-I'  (7^  ■n"+i+*)-«.«-A,"+*).,w-.)|^]- 

11  est  clair  qu'en  faisant 

r([x  +  3)  r(a+2)  ^'  " 

les  termes  de  R  qui  contiennent  .r"  sont  compris  dans  les  suivants 

F(n) .  (x— «)"4-F(h+1)  .  (x— fi)"+^+F(«4-2) .  (a:— «)"+*...+F(w+ï9) .  (j,-— «)"+''... 
Il  s'agit  maintenant  parmi  ces  fonctions  de  séparer  celles  qui  sont  multipliées 
par  a^'x". 

33  * 
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Or  la  somme  des  fonctions  multipliées  par  a?"  est 

F(n)+in+i) ■  F(ni-l).{-a)  +  i^ilK^ .  F(«+2).(-«f . . .  +  rcI^lXll)  " ^('*+^)-(-  «)" •  •  ' 
Maintenant  on  a 

Donc  faisant  pour  abréger 

on  verra  que  la  somme  des  fonctions  multipliées  par  «""a?"  sera  la  suivante 

•^  r(w+i).r(;j+i)    '-^  ~^'         /'T^  ' 
Or 

On  conclut  de  là,  en  remarquant  que  r{x  -)- 1)  =  xr{x),  que  le  coefficient  de 
arx"  est  celui-ci: 
r(m+>»+3)  ^  (-1)" r(m+n+2)  |,  {-l)P  ,  . 

r(K+i)      "'+"-^t''' ("+/'+2)r(;'+i)r(m-;j+i)         r(«+i)    "'''"+"+*  oP(«+i>+i)r(;>+i).r(m^+i)'^  ^ 

En  développant  on  aura 

^    (— 1)? 1        (    ^     __m       1       I     m(m— 1)       1 ,  1       y 

*    7'''  (w+f»+l)r(p+l).r(/«/;+l)  r(m+l)  V  «+1  l'w+2     '  1.2       '«+3        '"—  n+m+iJ' 

Or 

Multipliant  par  dx  et  prenant  l'intégrale  depuis  a;-  =  0  jusqu'à   :r  =  1,  on  aura 

•/ 0        ^     '        '  «  +  1  1        H+2     '  1.2  w+3  —    n+m+\ 

Par  conséquent. 

y   (     ^)'' — -        ^  /  '  a;"  Q a:")'"  rfa^  • 

oP  (M+p+l)r(;;+l).r(»i-;>+l)  r(m+l)  ^0         '^  »  ' 

mais  f\r'il-:rr.d.  =  r(>^+^)  H^;^^)  . 

Donc  i  t:l>^ ^>±1)_ :    (ô) 


(0 
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Mettant  ici  «  +  1  à  la  place  de  //,   il  vient 

^        '     (-»)" ^     r(«+2) 

.    ^;'  {n+p+2)r{p+i).r(m,j+i)       r(m+«+3) 

En  vertu  des  formules.  (/>)  et  (r),  l'expression  («)  deviendra 

qui  par  suite  est  la  valeur  de  A„^„  comme  le  dit  l'auteur. 

Pag.  ë6.     —  étant  une  fonction  rationnelle,  est  résoluble  en  termes  de 

la  forme  Ax"  et — ^  ;  donc  /^^  dx  est  exprimable  par  des  fonctions  de 

D 

la    torme  Cxv-, —  et  m\o^{x  —  (i)  r=  loi>(.r — fV)"";  donc 


-lf)X 


^  g-f^-'^  _  ^--[ex'^+i>(x-?)-']  ^--[l,.g(x-S)"]^ 


(j:  — S)'".(j'  — 5)".  ... 
Si  le  dearé  de  fx  est  moindre  que  celui  de  cpx,  on  a  C=0;  si  (fx  n'a 
pas    de    facteurs    égaux    on   a    />  =  0:    donc    dans    ce.  cas   />  =  0,    i?''=l, 

-=^=: r-H i^ -\ -^-■••■>   OU   m^=i^-—  pour   a;  ==  (5„;    donc 

»«„  = — ' — ^^ .     Un  voit  par  la  qu  il  n  est  pas  une  suite  neces- 

saire  de  l'équation  y.fx -\- (jx .  ^^  =  0,    que  les    quantités    m,   m.,...  soient 

positives  et  moindres  que  l'unité.  Mais  on  peut  toujours  déterminer  les  fonc- 
tions fxeXcfx  de  manière  que  cette  condition  soit  remplie.  Et,  lorsque  p=0, 
il  est  nécessaire  que  cette  condition  soit  remplie,  si  l'on  veut  que  la  fonction 
rpx .  q>x  s'évanouisse  pour  les  mêmes  valeurs  de  x  qu'il  faut  donner  à  a,  lorsque 

- —  doit  s'évanouir.     En  effet,  lorsque  /;  =  0,  on  a 

■{px.(px=z  (x  —  dy-'^ix  —  (ij'—'i  . . 

d'oii  l'on  voit  qu'il  est  impossible  que  ces  deux  fonctions  s'évanouissent  pour  les 
mêmes  valeurs  de  x  et  de  a  à  moins  que  les  quantités  m,  m^, . . .  ne  soient 
positives  et  moindres  que  lunité. 

Paff.  39.     Ayant  s^J^  =  s'^  -\-  {.v — a)fi,  si   l'on  fait  s^^  =  y_{x),   on   aura 
en  faisant  x  =  a,  -/(a)  =  s'^,. 


_(«  — d)-  .(«  —  fVJ-i..., 
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Pag.  60.     Dans  l'équation 

qui  est  l'intégrale  complète  de  l'équation  (1),  les  quantités  y^,  y.,,...^„.  sont 
des  valeurs  particulières  de  y  qui  satisfont  à  l'équation  (1),  et  t-j,  c^,  .  .  .  c„ 
des  constantes  arbitraires.  (Voy.  Lacroix  traité  du  cale,  diflf.  etc.  T.  II  p.  3^5 
et  suiv.). 

On  voit  que  y'^  est  la  même  fonction  de  a  que  y^  l'est  de  x,  en  compa- 
rant les  équations  (I)  et  (î>)  et  en  remarquant  que  s'^  est  la  même  fonction  de  a 
que  *|j^  l'est  de  x. 

Pag.  62.     On  a  x=^vy-\-s.^t.^. 


,;  =  ^^;_'^(V) 


dx 


donc 


Si ds^  1  I  s.^  _ 

X  —  a  dx       X  —  a  {x  —  a)'^   ' 


^  —  v^    -R^r  7=^  +  (x-a\^  +  *'^  •  ";è  ■  ^=^  ~  L(*^    ^)^  +  **-'^J'":ï=7+ 


^«2 

Jx—ay 


et  par  conséquent 


Pag.  65.  j^=0  et  j.-^  =  0  pour  x^  x^et  x^=:Xq  rend  ^^  =  0,  Pq  =  0, 
^j  r=:  0  et  <7q  =  0. 

/^z-f- y.  -r^  ^Jçydx  -\-  Jrydx.      En  mettant  dans  cette  équation  pour  /? 

sa  valeur  —  f/  et  x  \>onv  Jrydx  on  a 

Pff<7.  es.  —  /(«  —  -^)  —fyydx  +  X. 

/'««y.  66.  Voyez  le  mémoire  XV  p.  288  et  le  mémoire  XX  p.  52i  du 
premier  tome.  Le  dernier  des  deux  mémoires  cités  n'est  qu'un  extrait  abrégé 
de  ce    mémoire  XI. 

Pag.  67.  Les  quantités  li,  li^,  /»*,...  étant  des  Ibnctions  symétriques 
des  racines  de  l'équation  *  =  0  sont  des  fonctions  rationnelles  des  coefficiens 
de  cette  équation. 

Pag.  72.     Lorsque  ?«=!,  c'est-:i-dire  y r= ,  on  a  J'ydxz=  log{.v — «) 

=  t/vr.     Donc 
log(x,  —  «)  +  log(.r,  _«)  +  ...  +  log(a„  —  a)  =  -/{P'^a  +  P['^da,  +  P/»-^V/«„_i), 
où 


■*  1 


d(i 


—  . f/log(.r,  —  ft)  (^2  —(()... {x„  —  a) : 


J         dt 

du,'    ^ 
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Pfig.   75.      De  Téquation 
ydx:= 


'X.{da+s.da^+s'^  .da^  +  .  .  .  +  x^~^  -'/«ii-i) 


a) 

qui  donne 

on  tire  aist'nient  en  faisant  «  =  ^^  et  *  =  (f.x : 

P 
Soit   maintenant  xx='-  Y  +  Yi-^  +  ^4-^''  +  •  •  •  +  />•*''  =  ^  /V*^^   ""  ^^ri^  en 

o  '^ 

substituant 

Or  l'équation  (28)   pag.   76  fait   voir  que,  si  le   degré   de   «  est  moindre   que 
celui  de  «j,  dij  s'évanouit  et  par  suite  i)  se  réduit  à  une  constante. 

Daus  l'équation 

x^+^  +  o^_i . a!^  +  .    .  +  ax  +  (5  =  0, 
la  quantité  ( —  1)h-+*.(5  est  égale  au  produit  des  racines. 

Pag.  76.  iMr.  Cauchy  dans  son  cours  d'analyse  de  l'école  roy.  polyt. 
p.  92  a  donné  une  démonstration  élémentaire  des    deux  formules  (28)  et  (29). 

Pag.  77.  Le  titre  du  mémoire  XII  est  ajouté  par  l'éditeur,  car  dans  le 
caliier  de  lauteur  il  se  trouve  sans  titre.  Ce  mémoire  contient  une  extension 
de  la  théorie  dont  l'auteur  a  fait  usage  dans  le  mémoire  VU. 

Pag.  80.  y''=^J^z'",  c'est-à-dire  {€"■'> -{- a^)"  =  :^A^{e'"' -^  a)'",  donc 
(e"''  4-  «J-.A"  =  ^A„(e"^  -f  «)"•  .fr,  donc  d]"(fx  =  :^A„d"'(f:i: 

Pag.  82.     {x  +  «)"'  =  a."  +  -^  «(.r  +  ^)^-'  -\-  etc.      Voilà    la    formule 

donnée  par  l'auteur  dans  le  mémoire  V  T.  I  p.  51.     On  voit  ici  le  chemin  di- 
rect qui  a  conduit  l'auteur  à  cette  formule. 

Pag.  83.  Lorsque  x  est  compris  entre  les  limites  tt  et  —  .t  on  a  (voy. 
T.  I  p.  90) 

-f-  r=:  sin  .r  —  ^  sin  2x  -\-  ^  sin  3.r  —  ... 

En  prenant  la  dérivée  de  chaque    terme   du  second  membre  de   cette   équation 
on  obtient  la  série 

cos  .r  —  cos  2x  -|-  cos  3.r  —  cos  4.v  -f~  .  .  . 
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Or  cette  série  étant  divergente  pour  toute  valeur  de  .r,  elle  n'a  pas  de  somme, 
et  par  conséquent  elle  n'est  pas  égale  à  la  dérivée  du  premier  membre  de  l'é- 
quation, donc  l'équation 

^  =^  cos(«y;)  —  cos(2«i')  +  cos(3«/')  —  ... 
n'est  pas  juste,  ce  que    l'auteur  a   reconnu    plus   tard.     Voyez  pag.  268  de  ce 
volume. 

D.âqix  ■=\pv.fv  =J'fr.f{v^t)df  =J'D  .â^cpx.dt. 

«/  0       e^^  —  1 

Pag.  86.     Pour  la  valeur  de       '^  ^"^^  voyez  pag.  84. 

Pag.  88.     L'intégrale  /'"     '  '"f    z=:  ^  (\ —  e'")  voy.  Legendre  exerc. 
d.  cale.  int.  T.  I  p.  560,  et  liutégrale 


/ 


^  tdt  .sinat  ji 


.e~ 


est  la  formule  (2)  pag.  558  de  l'ouvrage  cité  en  y  faisant  m=  1. 

Pag.  91.     La  formule  ~  ■  —^  =  j   ^  (cos  (p)" .  cos  n(p .  d<p  est  démontrée 

pag.  88. 

Pag.  97.     Faisant  d^=fi,  Y^^fo.,  (^=^3,  «  =  ^4?  l'équation  («)  donne, 
lorsque  q:(p)  =  0,  et  en  écrivant  m  — /?  +  3  au  lieu  de  p: 

De  cette  équation  et  des  expressions  de  /'(/«  —  4),  f(m  —  5),  f{>n  —  6)  et 
f(m  —  7)  on  verra  sans  peine  que  dans  l'expression  développée  de  f{m  —  p), 
f  se  trouvera  dans  le  dénominateur  de  chaque  terme  dans  une  certaine  puis- 
sance, que,  si  p  a  les  valeurs  iq,  Aq  +  1,  Aq  -\-  2,  Aq  -\-  3,  l'exposant  de  s  aura 
toutes  les  valeurs  entières  comprises  respectivement  entre  les  limites  q  -{-  l  et 
Aq  —  2,  q  -\-  1  et  Aq  —  1,  </  +  1  et  Aq,  «7  +  1  et  4</  +  1-  ^"'t  n  +  3  l'ex- 
posant de  * ,  il  s'ensuit  que  pour  toute  valeur  de  p,  n   aura  toutes   les  valeurs 

entières  depuis  le  plus  grand  nombre  entier  compris  dans  -^ 2  jusqu'à  p  —  5. 

Soit  par  exemple  p  =  8,  n  aura  les  valeurs,  0,   1,   2,  3,  donc  n  -f-  3  les 
valeurs  3,  4,  5,  6. 
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Lorsque  »  =  0,  on  aura  M")  =  k  qui  aura  les  valeurs  2,  3,  4,  5. 
Lorsque  «  =  1,  les  deux  quantités  k  et  M')  auront  les  valeurs  suivantes 

k         kW 

2         3 

2  4 

3  4 

2  5 

3  5 

4  5. 

Lorsque  w  =  2,  les  trois  quantités  k,  k^^^,  k(^^  auront  les  valeurs  suivantes 

A-       A"C')  kW 

2       3  4 

2       3  5 

2  4  5 

3  4  5. 

Lorsque  n  ■=  3,  les  quatre  quantités  k,  ^(*),  k('^),  k(^>  auront  respective- 
ment les  valeurs  2,  3,  4,  5. 

Connaissant  ces  valeurs  de  n  et  de  k,  M*)  etc.  on  pourra  immédiatement 
former  lexpression  de  f{m  —  8),  qui,  comme  on  voit,  doit  être  composée  de 
13  termes. 

Paff.  103.  Dans  l'expression  (k)  n  aura  toutes  les  valeurs  entières  de- 
puis le  plus  grand  nombre  entier  compris  dans  ^^-— 2  jusqu'à  p  —  3. 

Paff.  108.  Pour  trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  les  quan- 
tités ?(0),  (f{i),  (p{2)  pour  que  l'expression 

„o,y-+„„y:^+,<.,/:^ 

soit  réductible  à  des  intégrales  de  la  forme  /-- ^         ,  la  supposition  la  plus 

•/  (s  —  a)y  R 

générale  serait  de  faire 

A  C      ^"^         -I-  A<  f      '^^         4-4"  f—j!f—4-A"'  f       '^^ 
J  {a:-a)y/ R  ~^      J  {x—a'W R  "^      J  {x—a'W R    '^      J  {s—a'")^/ R 

Tome  second.  3o 
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mais  en  vertu  de  l'équation  (w)  on  peut  chasser  les  deux    dernières  intégrales 
du  second  membre  de  cette  équation,  et  par  là,  comme  il  est  aisé  de  voir,  les 

B»                B"'        t  . 

deux  quantités   et disparaîtront  aussi. 

^  X  —  a»  X  —  a'" 

Pag.  115.     Lorsque  /t  =2,n-^  A  et  m  =  n  -\-  2,  on  aura 
N  =  ax'"'+*  +  bx'"'+^  +  ■..,  —  =  (2w  +  4)oa:*»+»  +  (2n  4-  3)f>x'"'+-'  +  . . . 

dx 

P  =  Ax"-^  4-  Bx"+'-  +  ...,  ^={n  +2)J.r"+i  +  (»  +  1)^^"  +  •  •  • 


donc 


+  2(«+l)«^^'''+*  + 

4- 

P.  -^  =  {2n-]-4)aAx^"+'  +  (2n-\-A)aBx^'^  + 

+  (2»  +  3)6^a;'"+*  + 

4- 

Donc  le  degré  de  M  est  dans  ce  cas  3?ï  +  4  —  w  =  2/*  +  ^  =  /^,  et  le  degré 
de_=0. 

Pag.  12S.     Les  deux  expressions  de  f"  de  la  page  124  deviendront  en 
y  faisant  i=  1  et  V  =  i"  =  —  1  et  en  réduisant: 

(p-p"){p'-p")-f"  ^ ^y,  —  (p+  p')p"  —  p"^  +  Ap"a  —  2«% 

(p—p"')(p'—p"')-f"    __  ,  _    (^  _|_  pijpm ^,«2  _|_  4„,«^ 2^2 

La  différence  de  ces  deux  équations  donne 


iP  +  P'—  P"  —  P'")  •71=/'+^^'+  P"  +  P'"  —  4«' 


d'où  l'on  tire 


/•" 


P  +p'  +  P"  +  p'"  —  4a 


p  +  p  —  p"  —  p' 


\ii  —  «'" 


.y  h. 


L'équation  If'f"  _  tV  =  —  i^ka  (p.  123)  donne  /"'  =  ^  J^''  ;  donc 


2/" 


/.,  p  +  p'  +p"  +  p'"  +  4ka 

'     ~  2/(1  +  k) 


Soit    pour    abréger  p-\-p'  —  //'  —  p'"  =  x,   p  -\- p'  -{- p"  -\-  p'"  =  K  o"   »«'"» 


(X  _  4fl)2  _  x2 


;  donc  1/(1 +A-)  =  /■"  z= 


X  — 4a 


/[(X  +  X  —  4«)(X  —  X  —  4«)] 


,  et  de 


283 


'»  f  +  2<  =  -;-T,  +  2«K(i +/-)=- 


2v/(l  +  i)     '         '    V-    '      /—    2/(1  +  *)   ' 
donc     2{f'  H-  Srt/"")  =  —  2V{{p  +  P'  —  2a)  (/>"  +  p"'  —  2o))  =  -1^  • 
Si   dans  l'équation 

on  fait  X  =  a,  on  a 

(/*+  r«  4-  /■•«')'  =  '(«  -/>)  («  -;>')  («-/>")  («  -  />'")• 

Pa^.  126.     On  a  en  général 

arc  t^.(Pi-)  =  ^±—lo^(lL±Pi}^^)  . 

''Vç,  /  2/-1         'V9,-;,jv/-l>" 

faisant  donc  p^=z}^R  q^=iP\/^ — 1,  on  aura 

*    t     VR    \  1         I      /■P+VR\ 

A=  — !— __. 

SCi»-?')/-!   ' 
donc  AAogi  „  "*"      n  )^ arc.  tg. { -jr^^^^ — -). 

Pag.  150.     Lorsque  dans  l'équation 


*   _      t^ 


+  ••• 


iS  j:  —  a  X  —  a'  x  —  a"  x  —  a" 

on  multiplie  les  deux  membres  par  le    produit  {x  —  a){x  —  a')(x  —  a")...,  on 
obtient  en  faisant  x  =  a 

t  =  fi(a  —  a')  (a  —  a")  {a  —  a"')  .  . . 

Pag.  151.     La  valeur  de  A  se  trouve  en  faisant  x  infini  dans  l'équation 

^  =  A  (2^ ^^ 

N  '\     dx        qs  J 

et  en  remarquant  que  //"-i*  =  2n  -\-  4. 

Pag.  152.     La  première  formule  de  cette  page  est  la  même  chose  que  la 
formule  (28)  pag.  76. 

Pag.  155.     On  a 

'   \  a.^a  a'<]ta'        '       a'^a'       '       a"'<])a"'  /  f 

>      («) 

__  iy/(oa)     I     t'y" {ça')     ,     »V(9«')     ,     i"'v'(ça"')  i 

a.^a  a'.àa'       '        a"<ba"        '        a"''ha"'     ) 

cil        ipa  =  {a  —  «') (a  —  a') (a  —  «'"),  va'  ={a'  —  a) (a'  —  a") (a'  —  a'")  etc. 
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Si  dans  la  formule 

+  iA„+A,a:,+A,xi . . . + ^n-.rr^)(-J"-;f;-";\-^;7;-\) 


qui  se  tire  aisément  de    la  formule  d'interpolation  de  Lagrange,  on  compare 
entre  eux  les  termes  constants  des  deux  membres,  on  aura 

On  voit  par  là  que 

a'a"a<"     ,      aa"a"i     ,      ««'«'"     .      aa'a"  . 

41a  <!•«'  4''^"  «^a'" 

Donc  en  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  («)  ci-dessus  par  aa'a"a"', 
ou  obtiendra  l'expression  de  f. 

En  multipliant  la  première  des  équations  qui  déterminent  f,  /"(*),  /"W,  par 
-^,  la  seconde  par  -^  etc.  et  ajoutant  ensuite,  on  aura 

/.(2J  /a\/(çe)   _|_    ?'eV(Ç«')     1      ("aWid^a")     ,      i'"g"V((pa'") 

'  (|)a         ""  4)0^  '  ifo^^  '  ilia'"  ' 

mais  en  vertu  de  l'équation  (9)  on  a 

„ m"V(<p«)     I      ?"«"'/(<?«')     1      «"a"'v/(ç«")     I      «"'a"'v/(cpa"') 

4)«  '"  (jj"'  4"*"  ^«"' 

La  différence  des  deux  dernières  équations  en  j'  substituant  les  valeurs  de  \pa, 
ipa',  -ipa!',  rf'a"'  donne  l'expression  de  /"W. 

Pag.  156.     Ayant 

P  =  y(R  +  C{x  —  a)%z  —  af)  =f-\-fWx  +  /"(^VS 

B=z{x  —  p)  {x  —  p')  {x  —  p")  (x  —  p"'), 
on  aura  en  faisant  .r  =  ^;,  p',  p",  p'", 

f-{-f(^)p  +/"(V  =i{p  —a){p  —a')YC 
fJ^  fWp>  4-  fCVp'''  =  i>  (p'  _  a)  {p'  —  a')VC 
/•-f  f(i)p<'  -f  fC^)p»^  =i"{p'>  —  a)  (p"  —  a')y'C 
f  +  fWp"'  -f  /■(2)/>"'«  =  £'"(/>'"  —  a)  {p<"  —  «')l/C. 
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En  éliminant  /',  f^^^  et  /"(*)  de  ces  équations  et  réduisant,  on  aura 
i{p-a)(ji-a-)  ,  i-{p'-a)ip'-a')  .  i"{p"-a){p"-a')  ,  i"'{p"'-a){p"'-a') 


{p-p')(j>-p''){p-p"')         ip'-p)(p'-p"){p'-P"')         (P"-p)iP"-p')(p''-P"')         {p"'-p)(p'"-p)(p'"-p") 
Faisant   ici  i  =  i'  =  1  et  i"  =  i"  =  —  1  on   a   la  formule    de  l'auteur,    expri- 
mant la  relation  entre   a  et  a'.     Ou  verra  aisément  qne    des   quatre  quantités 
I,  V,  i",  i'",  il  faut  prendre  deux  ^  1  et  les  deux  autres  =  —  1,   car  toute  au- 
tre supjiosition  rend  f,  /"(*)  et  fC^)  infinis. 

Poff.  14S.     En  faisant  y=0  et  «  =  1  après  avoir  différentié  l'expression 
\^{(fi/)  cinq  fois  de  suite  on  aura 

cW  =l2cc  —  6iid  —  3'/  +  I  j'(5'  —  If  (5% 
f(^>  =  —  30 «(5  _  30,?/  H-  \-  {id''  +  *^  y^,'i  —  ^^  Y^^  -f  U)^5  j5 
Pag.  146.     Substituant  dans  les  deux  équations 

f.(i).cW_2cW.fW  =  0, 

2cW .  c(«)  —  5cW .  c<-*)  =  0 
les  valeurs  de  d^\  <■(*),  etc.  faisant  [i  =  —  «  et  réduisant,  on  trouvera 
2ad  -f  2ay  +  ^«.î^  -f  ^  y^â  +  i/f)'  —  ^\  (5*  =  0, 

_  ad'  —  Afcy  +  y'—  aâ'  —  ^-/à'  -  A^'^*  +  ^%^"  =  «• 
On  voit  aisément  que   ces   deux  équations  sont  satisfaites   en  faisant  (V  ^^  2  et 
y=-3. 

Pag.  147.     Des    trois    équations    Q  =  P'Q',   P  =  ^{P'^R'  +  Q'^'R-), 
R  ■=!  R'R"  on  tire  successivement 

P  +  Qv'R  ^P"^R'+  Q'JR")  +  PqW^R'R") 

p—q^/R  ~  ^^p-^R' +  q'^-R")  —  P'qw{R'R")' 

P  +  qVR  _  (  P'yR'  +  Q'\/R"y__  (  P'R'  +  gVi?Y . 
P  —  q^R         \  P' ■^/ R'  —  Qy/ R»  )         KP'R'—q'v'R^  ' 

,  ,    cp+qvR\     a\    fP'R'  +  qwR\ 

•^""^  ^»g(p-Q//?)^  ^^<PR'-qWR)  ■ 

Pag.  149.     La  seconde  méthode  est  la  même  que  celle  qui  est  employée 

dans  le  mémoire  VI  tome  I  pag.  33. 

En  désignant  par  la   lettre  S  le   degré    d'une  fonction,   ou  a  ôQ^  <  i)Qr, 

donc   àQ\<è{QQ^r),    et   par   suite  d{Q\-\- 2QQ^r)  =  à{QQ^r);   or   l'équation 

Q\  +  2QQ,r-Q's=\,  donne 

à{Q\  +  2QQ,r)  =  2èQ  +  às; 

donc  è{QQ,r)  = '"^Q  +  àQ,  +  dr  =  2ÔQ  +  as  ; 
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c'est-à-dire  ?i  -{•  ôQ^  -\-  2  =  2n  -\-  1  ; 

et  de  là  ôQ^  =  n  —  l. 

Pag.  iSO.     L'équation  Q\  +  SLQQ.u  +  Qs{2vQ,  —  Q)  =  \  donne 
à{Q\  +  ^QQrU):=è{QQ^s), 
en  remarquent  que  Q^=z  Q  —  2vQ^  ; 

donc  ÔQ  +  èQ,  +  du  =  ÔQ  +  ÔQ^  +  ds  ; 

c'est-à-dire  n  -\-n  —  1  =  w  -f-  àQ^  -\-  1, 

et  par  là  ?i  —  2  =  âQ^. 

On  a  'ÎKlPi^J^^ClP.iP.'O; 

donc  1+w— l  +  (5|P3  =  w— 1+w  —  2  =  2»  —  3; 

donc  ôQs  =  w  —  3. 

Paff.  1S4.     Ayant  ?•„  =  o:^  4"  '''^  +  ^"^  ®^  *m  =  '^m  +  PmX,  on  doit  avoir 
Vm  =  (^m+ar) .  —  ,  en  remarquant  que  ?•„  =  y^„*„  -|-  ?/„. 

/*a^.  ifiO.     Soit  par  exemple  m  =  4  et  |P4=:const.  =  1,  on  aura 

Q,=  ^  (.r  +  ff,)Q,  +  1, 
T'a 


Q  =l{x  +  ff)Q,  +  Q,; 


donc  en  substituant 


Vi       Vi       Vz  Pi  Pi 

p      Pi     Pï      Pi  p     Pi 

f  Pz  Pî  Pi 

Or  Q  =  e-}-  eWx  +  ^W^*  -f-  e' ^'>x^  +  «?W a;*. 

En  comparant  entre  elles  ces  deux  expressions  de  Q,  on  en  tire  immédiatement 
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p    Pi    Pt    Pi  ' 

L'expression  de  .r  -f-  ^\  ^oy.  pag.  140. 

Paff.  161.     A  =  -(2^^^:^  -  2^  ,  lorsque  .  =  1  (voy.  pag.   141). 

Pag.  166.     Si    dans   l'équation    1  =(**+<•)(«  —  p'/  +  ;'/-  —  c'/^  + /*), 
(pag.  165)  on  met  —  /au  lieu  de  /,  on  en  tirera 

K(**+f)= \ =  _!_. 

Si  dans  le  no.  4o  on  écrit  /  pour  a  on  aura 

et  f-^^ =  _î fJf^ 1        X,,.(P^QVR\. 

donc       /'—^^ = ^  .   /-'^-^ 1_  .10..  (P^Q^R)  . 

Dans  cette  formule  on  a  //  =  2//  +  4  en  vertu  de  l'équation  (I)  pag.  127,  en 
remarquant  que  ?«  =  1. 

Ayant   A:  +  /  =  -i- ,  on  a  -^  =  Ah'  =  —  A'  = —  ■ 

^  ^  k'  '  k  +  l  2«  +  4 

Pag.  170.     On  a 

(«-o)v(/«)   ~^         /(/«)  "^"''' ^'^ 

y(x_o')v/(/r)         ^  v(/x)  ^    ' ^^^ 

L'équation  (*)  donne,  en  prenant  l'intégrale  depuis  a^r  jusqu'à  a  =  eu  et  mul- 
tipliant ensuite  par  V^(/'w): 

L'équation  (C)  donne  de  même 

En  faisant  x=l(ù  et  a  =  w'  dans  la  troisième  équation  de  dessous  pag.   l(jî>, 
on  aura 
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Mettant  ici  au  lieu  du  premier  membre  sa  valeur  ci-dessus  il  viendra 

V(nA-f;^^^  +  »1''(/-"0=V^(A.)./"-!^^i^+-l/(A.)+etc. 

donc 
„,,/(^„,,_„K(/-»)=»/(A-)./--i^i^-r(/-»')./"^^&+e.c. 

Pu().  180.  Pour  l'expression  de  //(r)  et  de  y7(—  1  +  |/(1  —  c*)) 
voyez  Legendre  exerc.  de  cale.  int.  T.  I  pag.  69  et  pag.  75. 

Paq.   181.     —  =  -^  étant  une   fonction   impaire,  il  faut  que  l'une   des 

•^  çx  P 

fonctions  Q  et  F  soit  paire  et  l'autre  impaire. 

Si  Q  est  une  fonction  paire,  P  une  fonction  impaire  et  //  +  /«'  =  2v  on 
a  ()[P-  -]-  Q^R)  =  4»',  à  signifiant  le  degré  de  la  fonction.  Donc  dP  ne  peut 
surpasser  2p,  et  comme  âP  est  impair,  ôP  =  2v  —  1  au  plus  ;  donc  2ôQ  +  4 
=  4:v  et  par  là  ôQ  =  2i'  —  2.  Or  ÔP—  dQ>0;  donc  dP >  2i^  —  2,  et  par 
suite  âP  =  2;'  —  1.  Si  ,/»  +  u'  =  2^■+  1,  on  a  a(P"'  +  Q'^R)=Ap-{-2;  donc 
2(5ip-|- 4=rr  ou  <  4j' -j- 2:  donc  dQ=o\i<2t> — 1;  et  comme  âQ  est  pair, 
()Q=2i'  —  2  au  plus.     Il  faut  donc  que  2âP  ^  Ai> -\- 2;   donc  ôP  =  2f -\-  1. 

De  la  même  manière  on  détermine  le  degré  de  Q  et  de  P,  lorsque  Q  est 
une  fonction  impaire  et  P  une  fonction  paire. 

Pag.  191.  "Lagrange  a  fait  voir  qu'on  peut  ramener  la  résolution  d'une 
équation   du   degré  à  celle   de  équations    respectivement    des    de- 

grés à  l'aide  d'une  équation  du  degré  ."     Ainsi  avec  les  i  lacunes 

marquées  cet  endroit  se  trouve  dans  le  cahier  de  l'auteur.  Lagrange  a  dé- 
montré que  la  résolution  de  toute  équation  du  degré  m,  si  m  est  un  nombre 
premier,  peut  être  réduite  à  la  résolution  de  deux  équations  respectivement  des 
degrés  m  —  1  et  1 . 2 . 3  .  . .  (/«  —  2).  Si  au  contraire  m  est  un  nombre  com- 
posé égal  à  np,  n  étant  premier,  la  résolution  de  l'équation  du  degré  m  peut 
être  ramenée  à  la  résolution  de  w  équations  du  degré  p,  et  à  une  équation  du 
degré    n  —  1    dont   les    coefficiens    dépendent    d'une    équation    du    degré 

'■'^■^    ■■"'  Voyez  Lagrange  traité  de  la  résolution   des  équations 


7/(«  — 1)(1.2.3...;;)'' 

numériques,  note  XIII  pag.  24o,    et    mémoires  de  l'académie  de  Berlin,  année 

1771  pag.  158. 

Pag.  194.     Le  produit  y^-y\-y\-  • -y^^''^^  étant  fonction  symétrique  des 
racines  de  l'équation 
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sera  fonction  rationnelle  de  li^\  et  le  produit  y\-y".i-  ■  -yi^''^^  étant  fonction 
symétrique  des  racines  de  l'équation 

fflii,-'  -^  t„(^.-*  4-  .  .  .  4-  œ^  +  co  -f-  1  =  0, 
sera  fonction  rationnelle  des  coefQciens  de  cette  équation  et  par  suite  indépen- 
dant de  0). 

Pag.  197.  L'équation  ]/^,  ■=  —  *^  est  impossible,  car  en  vertu  de  l'hy- 
pothèse il  est  impossible  d'exprimer  l'un  des  radicaux  rationnellement  en  les 
autres.     Voy.  pag.  194. 

Le  théorème  II  est  une  conséquence   des  écpiations  {(i).     En  effet  la  sub- 

stitution  de  l'expression  p^,-\- Pi-V yi -{-■■■  pour  y  dans  l'équation  (p{y,  m)z=.Q, 
donnera  un  résultat  de  la  forme  (a)  où  t^^,  t^,  t^  etc.  sont  exprimés  rationnel- 
lement en  y^;    donc  ces  quantités    restent    invariables    par    la    subtitution   de 

toy^i,    w'y^i    etc.    pour   yj,    en    remarquant   que    y^  =  Vy^v     =  y^y^O 

=  WyY')   =etc. 

Paff.  198.  Le  théorème  III  est  démontré  T.  I  pag.  la  et  16.  De  ce 
théorème  il  suit  immédiatement  que^  si  deux  équations  irréductibles  du  même 
degré  ont  une  racine  commune,  ils  sont  nécessairement  identiques. 

Pag.  202.     Si  dans  l'équation  (o)  on  n'avait  pas  1^=0,  t^=0...t^^_j^=0, 
2_ 
on  aurait  *!^  égal  à  une  fonction  rationnelle  de  s,  s^,  p^,  p\,  p^,  p'^etc.  et  par 

là  z^  égal  à  une  fonction  rationnelle  des  mêmes  quantités.  Cela  posé,  les  quan- 
tités s',  p\^  p\. . .  ou  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en  s,  Pi,p^---  ou 

non.  Dans  le  premier  cas  on  aurait  *!*  rationnel  en  s,  p^,  p^. . .,  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse,  et  dans  le  second,  l'équation  irréductible,  à  laquelle 
doit  satisfaire  z^,  serait  d'un  degré  dont  l'exposant  serait  un  nombre 
composé,  savoir  le  produit  de  /t  et  de  l'exposant  extérieur  /j^  qui  se  trouve 
dans  l'expression  de  z^  en  s,  s^,  p^,  p\,  p^,  p\  etc.  Mais  cela  étant  de  même 
contre  l'hj-pothèse,  on  en  conclut  que  ^^  =  0,  t^-=0  .  . .  t^^_^  =  0.  Ces  équa- 
tions ayant   lieu,   il  est  clair  que   l'équation  (a)    sera  satisfaite  si  au  lieu  de 

1  11  1 

sv-  on  y  met  os^^,  w**!^  . . .  co!^~^*!^. 

Tome  second.  t>7 
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Pag.  205,  204.     De  l'équation 

J_  1.  J-  ■' 

P'o  -\-P'i^^+PV^  +  •  •  •  =^^0  +  ^Pi«^  +  •  •  •  +  w>.*^+  .  .  . 

i_  _^ 

on  tire  en  y  substituant  pour  s'i^  sa  valeur  q^.sv-,  en  vertu  du  théorème  I: 

■j  "* 

j_ 
donc  en  remettant  s'^^  : 

L  1. 

Si  donc   on   fait  ^^  =  1   et   par  suite  p'^  =  i,    ce    qu'on  peut  toujours  faire 
(voy.  tome  I  pag.  9  et  iO),  on  aura 

s'  =z  vv-s'. 

*  aura  donc  v  valeurs  différentes.     Soient  s^,  s^,  s^ . .  .s^  ces  valeurs. 
Soit  de  plus 

*2*3  +  *2*4  +  •  •  •  +  .ÎM-l  •  *,  =  li^-3  ' 


(A) 


*2*3"^4  •••*-*  "o 


on  voit  aisément  que  les  quantités  E^,  R^,  B^. .  .R^_^  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles de  s  et  de  quantités  connues.  Savoir  ^^_^-j-*,,  R^_^-\-  sji^_^, 
.  . .  s^Rç^  sont  des  fonctions  symétriques  de  z^,  z^,  ^j . . .  Zj^ ,  et  par  suite  des 
fonctions  rationnelles  des  coefficiens  de  l'équation  proposée.  Si  l'on  désigne 
par  9'  une  quelconque  des  quantités  p^s,  p^s  .  . .  p^s  et  par  q^,  q^,  qa,  ■  ■  ■  q^ 
les  *  valeurs  différentes  que  prendra  ç»  en  y  mettant  pour  s  les  valeurs  s^ ,  s^ , 
*j  . . .  .v^ ,  si  l'on  fait  de  plus 

9,        +9a        H-'î's +  •••  +  '?''        =^^0 

9r<    +qA     + +  q,s^    =a^      ) (B) 


9^^r  +  9^K~"  + +  9K'  =  «-!', 

on  voit  que  toutes  les  quantités  a^,  a^,  a^...a.,^i  sont  symétriques  eni^,  z^, 
^3  •  •  •  2|jL-i  et  par  conséquent  rationnelles  en  les  quantités  connues. 
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Les  équations  (B)  donnent 

^,/?._, .  *,^-» + ^,/?.-3  .*.]-' + •  •  •  +  v.^.-a^r' = «^-3  -^-^ 

En  ajoutant  et  observant  qu'en  vertu  des  équations  (A)  on  a 

sr  +  R.-.  .s^  +  ^.-3  ....'-  +  •••  +  «.^  +  /^o  =  {s-sJ{s-s^Us-s,) 

■vr +  /?v-..*r-}- ^-y^^*^  +  /^„  =  o 


A- 


+  i?.-*.c'+ +«»-y.  4-^„  =  o, 


on  aura 

^1  (»1— «2)(«1—  «3)---(«l   —  «J 

On  a  donc  q^  rationnel  en  s  et  en  les  quantités  connues,  tant  que  le  dénomi- 
nateur n'est  pas  égal  à  zéro.     Or  si  s^  =  s„,  on  aui-ait 

(=,  +  "-^^.  +  o^-'h  +  ---Y  =  (',  +  «,^,  +  «,^3  +. .  .)^ 

donc    extrayant  la    racine,   mettant  pour  le  premier   membre  sa    valeur   *i^,  et 
dans  le  second  membre  au  lieu  de  z^,  2.^,  z^  .  . .  leurs  valeurs,  on  aura 
—  L  1. 

-1  A 

+  «2P0    +  f-'î''^***'  +  «2»V.i*''  +  •  •  • 

+  etc. 
donc  1  =  1-)-  WjOj  -|-  w  to'*  •••-!-  W|jL-i«'^~S 

ce  qui  est  impossible.  11  est  donc  impossible  que  s^  =  s„,  et  par  conséquent 
on  a  q^:=zp^s  exprimé  rationnellement  en  s  et  en  les  quantités  connues.  11 
suit  de  là  que 

JL  —  1.  t^-i 

où  p^,  f^(s),  f\{s) . . .  f^^_^{s)  sont  des  fonctions  rationnelles  de  *  et  de  quanti- 
tés connues. 

37^ 
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Pag.  20S.     Ayant 

1  m'*' 

on  a  en  divisant  par  sv-: 


.^__^{«r-l)     /^^(«r-2)\m^  .^,o."' (*-')  « 


De  cette  équation  on  conclut  que est  un  nombre  entier,  en  remarquant 

que  les  quantités  Pa\  /*„     -*  .  ■ .  Pi  sont    des    fonctions   rationnelles   de  *  et 
de  quantités  connues. 

m  étant  une  racine  primitive  pour  le  module  fi,  les   seules   puissances  de 
m  qui  divisées  par  ^i  donnent  le  reste  1,  sont  de  la  forme  »i(^î^~'^"  où  n  est  un 

entier.     Donc  si  est  un  nombre  entier,  on  a  ak=(fi  —  Ihi.     Réci- 

(ji 

proquement  si  uk  =  (jn  —  1))/,  sera  un  entier.     Si  k  est  le  moindre 

nombre  entier  qui  satisfasse  à  la  condition  — — — —  é^al  à  un  entier,   k  et  n 

lé- 
seront premiers  entre  eux  dans  l'équation  ak:=:{^i — l)n.     En  effet  si  k  =  k'p, 

nz=ti'p,  on  aurait  ak'=:{^ —  1)«'  et  par  là  — — ^^  égal  à  un  entier;  mais 

k'  <.k  et  par  suite  k  ne  serait  pas  le  moindre  nombre  entier    satisfaisant  à  la 

condition  égal  à  un  entier,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.     Donc  n  et 

k  sont  premiers  entre  eux.     Il  suit  de  là  que  //  —  1  est  divisible  par  k.     Soit 

donc    '^"7      =  ,?,  on  a  a  =  (^n. 

Si  toutes  les  racines  de  l'équation  en  s  du  degré  i>  ne  sont  pas  comprises 
dans  la  série  s,  s^,  s^, .  .  .  *fc_, ,  soit  a  =  ^i^.*"""  ^   une  autre  racine  ;  0^=^0(^.0'"" 
en  sera  encore  une.     De  ces  deux  équations  on  tire 

OÙ  «/j  est  rationnel  en  s. 

Pag.  207.     La  première  expression  de  z^  pag.  207  est  une  suite  immé- 
diate de  la  forme 

1  m  m^  m*" 


en  remarquîint  que  /li  —  1  :=  va. 
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On  sait  que  sj^  est  de  la  forme  f„{s).s  h^  ; 
donc  sy=  (  /;.(*))»* .  *     1^     , 

et  de  là         /;(8) (*)  .(/•„(*))-■»' .  5„i^  =  /;(8)(jy) . S    ^     =  9;g(*„) .  ^,7", 
d'où  l'on  tire  la  seconde  expression  de  z^  pag.  207. 

Pag.  211.     Si  le  degré  de  la  fonction  entière  rp{x)  est  moindre  que  celui 
de  la  fonction  entière  /.(;r)  ou  a 

Démonstration.     Soit  iivr  =  «^  -|-  a^a;  -\-  «^x'^  -)-...-)-  «„.r",  on  aura 


donc 


Or  lorsque  v<,u,  on  sait  que  ^^^  (       "  j ^  0.  (Voy.  la  fonuule  (28)  p.  76). 
Donc 

On  aura  par  conséquent 

<?(±Si  +  o,±.--  +  M  =  ^' 

C^est  ce  théorème  que  l'auteur  a  mentionné  tom.  I  pag.  350. 

Pag.  212.     Ayant         ,=£^-j!^, 
on  aura 

rfx  ^T-^"'-    -r   2.4"     ~  2.4.6  ~  '     2.4.0. ..2h  ~      ' 

donc  en  intégrant  et  remarquant  que  9  s'évanouit  en  même  temps  que  x: 

,    ^    _fiil:5_    f!_   ■    1-3.5      jia    .         ,    1.3.5...  (27^—1)       j-'"+^     , 

^"T~2^'^"i~  2.4  ■  "9~~^  2.4.6  ■     13   "^ ■■■"'"  2.4.6... 2«  '    4«  +  1    "r  *  '  • 

Cette  équation  fait  voir  qu'en  désignant  — -^  ,  lorsqu'on  y  fait  x  =  0,  par   ô/,''', 
on  aura  pour  une  valeur  entière  quelconque  de  n  : 

e  (*")  =  e  '^*"~^>  =:  9  f*""''^  =  0 

^O  0  o 

9„  (•*"+!)  1.3.5..  .(2«  — 1)  1 

®  1.2.3...  (4«+l)  2.4.6...      2«  4n  + 1  ' 
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Maintenant 


On  voit  par  là  que  la  fonction  f/9  aura  la  forme 

'^^  =  ^+  1.2.3.4.5  +  T:y:r9-  +  ---+  1.2.3.. .(4.^Ty  +  -  ^«) 

En  développant  la  fonction  y/t< .  -^j   suivant  les  puissances  de  «  on  ob- 
tiendra 

e-^  +  1    \    "'2         2.3V,   2    y  "T""-"!"    1.2.3... (2»+l)    "r""-! 
—     l  (—'l)".Z-"+^.(-^\" 

^(«.|)=^  (-  T^^l^- Y- XsV^;  +•••+     1.2.3.  ..(2.^1)  +• 

,         e2       (           TC           1    /5az\3,          ,     ^     ^^"•^""      "V  2  /  , 

■^  7^^       "•'2~2T^~2~>'  "f"--"*" 1.2.3...(2«  +  1)  +• 


\ 


etc. 


Faisant  6==-—-  dans  l'équation  («)  ci-dessus  et  comparant  les  coefficiens  des 
deux  développements  de  (/i«.-^j,  on  trouvera  les  deux  premières  formules  de 
!■  auteur.     La  troisième  se  trouve  par  un  procédé  semblable. 

Puy.  224.  y  °°^'""'"-  ^^^=  ^  •  ^*^- 

Démonstration.     On  a 

donc  en  multipliant  par  e~"''\r//  et  intégrant: 

Je''-''\dt=ife--"-*\dt  -\-fe-''''\tdt  +  ye-^"\t^dt  -f  .  . . 

Or     r^^-\f-p^Kdt  =  0    et   /V""\^^^^=I:M:l-^4^fli^; 
donc   /y.'.=  .*  =  --^(l  +^+i.  ^+  ^.  ^+  .  .  .); 

c'est-à-dire  f  "e'-"''' .  e/^  =  -^  .  f 

Pag.  227.     Voyez  pag.  46. 
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